Distribuzione geometrica



Esem plO (a) Distribuzione geometrica (1)

Consideriamo la seguente variabile aleatoria T.

Estraiamo ripetutamente una biglia (con reimbussolamento).
T conta il numero di biglie rosse estratte prima della prima biglia blu.
Se blu esce alla prima estrazione 0, se esce alla seconda 1, ecc.

In quale spazio di probabilita “vive” questa v.a.?



Esempio (b) Distribuzione geometrica (2)

Lo spazio campionario @ UN.

Con U™ denotiamo un insieme delle sequenze (infinite) di elementi di U:
uvN = {(xo,xl,...,x,-,...) . x; € U per ogni ie]N}

Come eventi prendiamo gli insiemi della forma (esempio):

RxBxBxRxU]N\(/.

Questo & I'insieme delle sequenze che cominciano con rossa,blu,blu,rossa

A questo evento ha probabilita:

P(R x B x B x R x UN\“) — P(R)-P(B)-P(B)- P(R)



Esempio (C) Distribuzione geometrica (3)

Possiamo ora calcolare P(T=3).

Ovvero, la probabilita di ottenere rossa,rossa,rossa,blu:

21 21 21 15
]N\4 fr— _ . — ¢ — ¢ —
P(RxRxRxBxUN*) = . 2. 22 2
In generale:
21\k 15
P(T=k) = (= —
( ) (36) 36



TerminOIOgia : Distribuzione geometrica (4)

Sia (Q, &, P) uno spazio di probabilita con due eventi non banali, cioe:
5:{@, Q, R, B} dove R = —B.
Sia P(B) = p e quindi P(R) =1 —p.
La variabile aleatoria T : QN — IN cosi definita:
T({x0,x1,...)) =min{i: x; € B}
Si dice v.a. geometrica di parametro p.
Per quanto visto sopra

P(T=K) = (1=p)-p



Esempio (d) Distribuzione geometrica (5)

Qual’e la probabilita che una biglia blu non venga estratta prima della
quinta estrazione? Ovvero quanto vale P(T > 5)7

SSA(T) = 10
1= Y PT—) = S0 s
k=0 k=0

sum ( dgeom ( 0:4, 15/36 ) ) = 0.9324564

pgeom ( 4, 15/36 ) = 0.9324564



Distribuzione di Poisson



Definizione [ o g (g

Una variabile aleatoria X : Q — IN si dice di Poisson se

A
La distrubuzione di Poisson approssima B(n, ;) quando n — oo.

Infatti:

OV A\ oL
m QC 027 - e

L'approssimazione € buona per n > 100 e p < 0.1




Definizione [ o g (g

Una variabile aleatoria X : Q — IN si dice di Poisson se

A
La distrubuzione di Poisson approssima B(n, ;) quando n — oo.

Infatti:

OV A\ oL
m QC 027 - e

L'approssimazione & meno buona per p grande




Esempio Distribuzione di Poisson

Calcoliamo la probabilita che in un anno si verifichino piu di 10 incidenti
tra un ciclista e un mezzo a motore supponendo che la probabilita che si
verifichi un tale incidente in un giorno sia 0.024.

Posto
X = 365(0.024) = 8.76
—8.76 k
PIX = k) — e (8.76)
k!
Foo —8.76 k
e (8.76)
Allora P(X>10) = Pl
k=11
10 -8.76 k
P(X>10) = 1-— e " (8.76)"

k!
k=0

Otteniamo P(X > 10) = 27% 1 - ppois( 10, 8.76 ) = 0.265962



Esempio Distribuzione di Poisson

Ogni anno in Piemonte transitano (o si formano) 127 temporali. Qual'e
la probabilita che in un anno se ne verifichino piu di 1507.

Post
oste A =127
Allora —127 k
e t(127)
P(X=k) = —
too 127 127)k
P(X >150) = *
k=151 ’

150 127 127)k
P(X>150) = 1-Y &0 /El )
k=0 ’

Otteniamo P(X > 150) =2.1% 1 - ppois( 150, 127 ) = 0.02068217



Esempio NON distribuzione di Poisson

Ogni anno in Piemonte ci sono mediamente 63 giorni piovosi. Qual’e la
probabilita che in un anno se ne verifichino piu di 757

k 365—k
pPx=k) = () (8B) (-8
k )\ 365 365
365
P(X >75) = ZP(X:k) = 4.4%
k=76
1 - pbinom(75,365,63/365) = 0.04417319

N.B. Non sarebbe corretto usare la distribuzione di Poisson

e 63(63)k
P(X=k) = 7/((! )
+oo 63 k 7563 k
63 63
Py = SSETEN SRS,
k=76 ’ k=0 ’

1 - ppois( 75, 63 ) = 0.06092581



Somma di v.a.i. di Poisson. B

Siano X, Y v.a.i. di Poisson con parametro A e u. Allora

k
P(X+Y=k) = > P(X=i)-P(Y=k-i)
i=0

Binomio
di Newton

Quindi X + Y & una v.a. di Poisson con parametro \ + .



Il valore atteso



DeﬁniZione Valore atteso

Sia (Q, &, P) uno spazio di probabilita.
Sia X : Q — {x0,x1...} C R una variabile aleatoria discreta.

Il valore atteso
(o media della popolazione) di X &

E(X) = > xP(X=x)

keN

—_—
<l




Ese m plO valore atteso

Le variabili aleatorie X ed Y hanno le seguenti distribuzioni.

0.5 0.6

0.4 0.5
0.4
0.3
[=% 2 0.3
0.2
0.2
) - -
0.0 0.0
1 2 3 4 1 2 3
X Yy

E(X)=1-02+2-05+3-02+4-01=22

E(Y)=1-0142-06+3-03=22



|l valore atteso di B(n, p) Valore atteso

Se X & una v.a. con distribuzione B(1, p) allora

E(XX) = > - P(X=x)
kelN
Z Xk‘P(XZXk)

k=0

0-P(X=0)+1-P(X=1) = 0-(1—p)+1-p = p

Se X & una v.a. con distribuzione B(n, p) allora

EX) = > k-P(X=k) = 3 k<2>pk(1—p)"_k =7
k=0 0

k=

Laborioso da calcolare (pit avanti useremo un metodo piu veloce).



[l valore atteso della somma di v.a. e

Siano X, Y : Q — IN v.a. discrete a valori in IN (per semplicita).

EX+Y) =Y k-P(X+Y=k)

kelN

= Y _ (h+i)-P(X,Y = h,i)

h,ielN

= Y h-PX,Y=hi)+ Y i-P(X,Y =hi)
h,ieN h,ieN

= Y h-P(X=h)+> i P(Y=i)

helN ielN

= E(X)+ E(Y)



[l valore atteso della somma di v.a. e

In generale:
date X;, per i = 1,..., n variabili aleatorie a valori in R
eposto X = ¢ Xi+ -+ c,X,, dove ci,...,c, € R sono costanti.
Allora

E(X) = aE(X)+ -+ caE(X,)



|l valore atteso di B(n, p) Valore atteso

Sia X & una v.a. con distribuzione B(n, p).
Possiamo immaginare che X = X; + - -+ + X, dove X; sono B(1, p).
Allora

E(X)=E(X1)+ ... + E(Xp)

= p + ...+ p = np



Il valore atteso di una v.a. di Poisson e

Sia X & una v.a. con distribuzione di Poisson con parametro \.

o _}\)\k . 00 )\k
EX) = Xkt = et kg
k=0 k=0
_ -\ o _ -
= )k Kl = € Z(k—l)!
k=1 k
o )\k—l St )\k
_ Y _ oA
= e (k— 1) Ne ) K1
k=1 k=0



Il valore atteso di una v.a. geometrica Valore atteso

Sia X & una v.a. con distribuzione geometrica con parametro p.

E(X) = > k(1-p)p = pY k(1-p)
k=0 k=0
_ P(l—p)Zk(l—p)k_l _ p(p_l)z_d(lc;P)k
k=0 k=0
d < d 1
= P(1—P)d—p—§(1—P)k = p(1—p)d—p—;



Il valore atteso del prodotto di v.a.i. Valore atteso

Siano X, Y v.a. indipendenti a valori in IN (solo per per semplicita)

E(X-Y) = > k-P(X-Y=k)

kelN

= Y h-i-P(X,Y =h,i)

h,icN Perché
indipendenti
= Y h-i-P(X=h)-P(Y=i)
h,i€N
= Y h-P(X=h)-Y i-P(Y=i)
helN i€eIN

= E(X)- E(Y)



| a varianza



Definizione VA fELre

Sia (Q, &, P) uno spazio di probabilita.
Sia X : Q = {x0,x1,...,} C R una variabile aleatoria discreta.

La varianza di X &

E((x-EX)) = 3 (- E(X))" P(X=x0)

keN

Var(X)

= E(X?) - E(X)?

o = y/Var(X) si chiama deviazione standard
oppure scarto quadratico medio



Esempio Varianza

Le variabili aleatorie X ed Y hanno le seguenti distribuzioni.

0.5 0.6
0.4 0.5
0.4
0.3
[=% 2 0.3
0.2
0.2
) - -
0.0 0.0
1 2 3 4 1 2 3
X Yy

Var(X) = (1 -2.2)>-02 + (2—22)-05 + (3—-22)*-03 + (4 —2.2)*-0.1

Var(Y) = (1 -2.2)2-0.1 + (2—-2.2)>-0.6 + (3—-22)?-0.3

Var(X) — Var(Y) = (1.2)-0.1 — (0.8)-0.1 +(1.8)>-0.1 > 0



La covarianza. VerEtee

Siano X, Y variabili aleatorie.

Var(X +Y)

E((X+Y)?) — E(X + Y)?

E(X* + Y2 4+2XY) — [E(X) + E(Y)]®

= E(X})+E(Y))+ERXY)—E(X)?—E(Y)?>—2E(X)E(Y)

Var(X) + Var(Y) + 2 [—]

0 se X, Y indipendenti




La varianza di B(n, p) Varianza

Sia X & una v.a. con distribuzione B(1, p).

Allora

Var(X) = E(X?) - E(X)? = p—p*> = p(1-p).

Sia X & una v.a. con distribuzione B(n, p).
Possiamo immaginare che X = X; + - - - + X, dove X; sono B(1, p).
Allora

Var(X) = Var(X1) + -+ Var(X,) =np(1—p)



La varianza di una v.a. di Poisson VerEtee

Sia X & una v.a. con distribuzione di Poisson con parametro \.

2y _ = 2 —)\)‘_k _ = 2 —)\)‘_k
E(X?) > ke > ke
- k! - k!
k=0 k=1
> 2K s A1
_ Y _ -
= D ke (k1) Ae Zk(k—l)!
k=1 k=1
= )\e"\Z(k—i—l)F = MNE(X+1)
k=0 ’
= AEX)+1) = A\ +1)



