Definizione Prodotto di spazi di probabilita (4)

Dati due spazi di probabilita (Q;,&;, P;) dove i =1,2.

Lo spazio prodotto ¢ (2, &, P) cosi definito:
» Q= Ql XQz

Es. Se Q; = Q, = U, I'urna con biglie rosse e blu allora Q = U?

» £ = contiene A; XA, per A; € &; e gli eventi che sono unione di questi.

Es. {@, U2, R2, B2, RxB, BxR, UxR, RxU, UxB, BxU....

» P:& — R & una funzione:
P(A1XA2) = Pl(Al) . P2(A2)
Es. P(RxB) = probabilita di estrarre (rossa,blu) = P(R) - P(B)

P(R?) = probabilita di estrarre (rossa,rossa) = P(R)?



Esem plO (C) Prodotto di spazi di probabilita (5)

Qual’e la probabilita che la seconda biglia estratta sia blu?

L'evento in questione &

Quindi P(UxB) = P(U)-P(B) = P(B).



Esem plO (d) Prodotto di spazi di probabilita (6)

Qual’e la probabilita che almeno una delle due biglie estratte sia blu?

Dobbiamo calcolare la probabilita dell’evento -

P(BxB U BxR U RxB) =
P(BxB) + P(BxR) + P(RxB) =
P(B)-P(B) + P(B)-P(R) + P(R)-P(B) =

15 15+15 21+21 15 95
36 36 36 36 36 36 144



Esem plO (e) Prodotto di spazi di probabilita (7)

Qual’e la probabilita che almeno una delle due biglie estratte sia blu?

Dobbiamo calcolare la probabilita dell’evento -
N.B. Si semplificano i conti osservando che k—>

P(UNR?) = 1-P(R?) = 1-P(R)® = 1—(




Probabilita condizionata



Esempio (a)

Probabilita condizionata (1)

Alcune delle biglie hanno un
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= insieme delle biglie con o] =
R = insieme delle biglie rosse |R| =21
B = insieme delle biglie blue |B] =15



Esem plO (b) Probabilitd condizionata (2)

Alcune delle biglie hanno un

L'insieme & contiene, oltre ai soliti @ e €, i seguenti eventi:
RN Bn RN= Bn-

E tutte le possibili unioni di questi insiemi (in tutto 2% eventi).



Esem plO (C) Probabilitd condizionata (3)

Alcune delle biglie hanno un
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Esem plO (d) Probabilitd condizionata (4)

Se la biglia estratta & rossa, con che probabilita questa ha un ?

E come se I'informazione riducesse lo spazio campionario a R.

RN C]
I

La probabilita di avere un e




Definizione Probabilitd condizionata (5)

Se A e B sono eventi e P(B) # 0 definiamo

P(AN B)

P(A|B) = W

Si legge: probabilita di A condizionata a B o anche (dato B).

Con riferimento all’esempio possiamo calcolare:

|[RN | 7 1 BN | 10 2

P R = = — = — P B = = — = —

(“1R) [R| 21 3 (“1B) |B] 15 3
|[RNC] 7 [BNn ] 10

Osserviamo che il colore da informazioni sul e viceversa:

21 7 15 5
P(L)=55 PRI=5=13 PBI=5=1;



Esercizio Probabilitd condizionata (7)

Lo spazio campionario contiene persone appartenenti ai seguenti gruppi di eta:
A1 = [60,65) A, = [65,70) Az = [70,75) Ay = [75, 0).
Sappiamo che
P(A1) =0.45 P(A2) =0.28 P(A3) =0.20 P(A4) = 0.07.

Dalla letteratura € noto che la probabilita di sviluppare la cataratta nei prossimi 5 anni
per questi gruppi di eta & rispettivamente 0.024, 0.046, 0.088, 0.153. Qual'e la
probabilita per i membri della nostra popolazione?

Sia C I'evento "sviluppare la cataratta nei prossimi 5 anni”.
Vogliamo calcolare P(C) da:
P(C|A1) =0.024 P(C|A2) =0.046 P(C|A3) =0.088 P(C|As) =0.153.

Gli eventi A; sono-e la loro

quindi

4
c = J(cna)
i=1

4
P(CNA) = > P(A) P(C|A;) = 0.052

4
i=1 i=1

P(C) = P(OCmA,.) -
i=1

i



Teorema delle probabilita totali Probabilita condizionata (8)

Generalizzando il procedimento usato nell'esempio precedente otteniamo:

Se A, ..., A, sono eventi
mutuamente esclusivi ed esaustivi

e tali che P(A;) # 0 per tutti gli /.

Sia C & un qualsiasi altro evento.
Allora
P(C) = ) P(A)-P(CIA).
i=1



Esercizio Probabilita condizionata (9)

Una popolazione contiene persone appartenenti ai seguenti gruppi:
gruppo A gruppo B = -A malati M sani S = -M
Sappiamo che:

P(A) =04 P(B)=0.6 P(M|A) = 0.25 P(M|B) = 0.07
Qual’e la probabilita che una persona malata appartenga al gruppo A?

In altre parole, dobbiamo calcolare P(A|M).

P(AN M) _ P(ANM)-P(A)  P(M|A)- P(A) _

PAIM) = =B POM)- PLA)  —  P(M)

_ P(MIA) - P(A)

= P(MJAYP(A) + P(M|B)P(B) 0.7




Reg0|a di Bayes Probabilitd condizionata (10)

Generalizzando il procedimento usato nell'esempio precedente otteniamo:

Per ogni coppia di eventi A e B di probabilita # 0 vale

P(AB) = P(B|’;4()B')P(A)
Formulazione P(B|A) | P(A)

alternativa ™ p(B|A)P(A) + P(B|-A)P(—A)



Indipendenza stocastica



Esem plO (a) Indipendenza (1)

Alcune delle biglie hanno un puntino verde:
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Che informazione da il colore sul puntino?
7 1 5 1 12 1
PIVIR)=3r=5 PVIB)=g=5 PV)=3=3

Quindi il colore non da informazioni sul puntino.




Esempio (b) Indipendenza (2)

Alcune delle biglie hanno un puntino verde:

E viceversa: il puntino verde non da informazioni sul colore.

7 5
P(RIV) = = P(BIV) = =

21 15




Esempio (b) Indipendenza (4)

Alcune delle biglie hanno un puntino verde:




Definizione Indipendenza (5)

Due eventi A e B si dicono indipendenti se
P(AnB) = P(A) P(B)
Equivalentemente (ma dobbiamo richiedere P(B) # 0) se

P(A|B) = % — P(A)

E, simmetricamente, (richiedendo P(A) # 0) se

P(B|A) = P(B)



