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Quali problemi si pongono?

1) Msure ripetute della stessa grandezza NON caincidono (es. Se ripeto la nisura di un angolo atterro senpre
misure leggermente diverse) - esiste UNAmisura VERA non conoscibile ed infinite STIME della MSLRA

VERA

Le misure sono affette da erron:

1) Grossolani (Ae Bnel disegno)
—> operatore
2) Sstematici

\ > > strumento
k 3) Accidertal

- natura aleataria (CASUALE) del processo
di msura

N
&

Quale rmisura e quella vera? = Nons puodire. Go
che s puo dire e quale sia la rriglior stima della
nisura vera

Posso qualificare la ma misura definendone il valare
e la predisione che a caratterizza?



Quali problem si pongono?

2) Le rrisure reali non rispettanoi criteri geometridi (es. La sonma degli angdli interni di untriangdlonon e
180° ) = misure che devano rispettare vincali geoetrici si dicono MSLRE DIREITE CONDIZ0NATE

a+f+y=m+V

Come faccio a recuperare la coerenza
geoetrica delle asservazioni??



La STATISTICA come passibile soluzione dei problem

- Qi errori GROSSOLAN sono evidenti e possono essere facilmente rinossi = song, in genere, errari
dellaperatore (di distrazione)

-> Qi errori SSTEMATIA possono essere rinossi 0 minimizzati utilizzando accorgimenti procedurali in fase di
misura (regola di BESSH_ per es) = sonoin genere errari connessi alle nodalita operative degli strumenti
utilizzati (srettifiche)

- Qi errori ACCDBNTALl non sono rinovibili = possono essere minimizzati e gestiti. Lo strumento deputatoa
tale scopo e la STATISTICA

L'approccio statistico consente di :

A STIMARE il valore della MSLRA

B STIMAREIL valore della precisione della MSLRA

0 MNMZZARE e RIJSTRBURE gli errori rispettandoi vincoli geometrici (compensazione)




Chetipi di misure esistono?

MSREDREITE-> regtituite dallo strumento (misuro con distanziometroa e h)

MSREINJREITE-> se derivate mediante formule a partire da nisure dirette (ricavo ©)

MSLRE OREITE CONDJAONATE - se devono soddisfare vincali geoetrici

MSURE INDIRETTE CON ESUBERANZA D OSSERVAZION -> ho pis irisure di quante ne servong, che danno luogo a

pil equazioni per la derivazione della stessa grandezza indiretta = risolvendole separatamente senza
precauzioni il valore che attengo per la grandezza indiretta e diversa,



LA VARIABILE STATISTICA DISCRETA

TERMNOLOGA

- POPOLAZIONE e un insierme ANTO di individui ognuno dei quali e caratterizzato da un attributo X che puo
assumere valori divers DISCRET.

- INDOMDU: sono i soggetti dell'indagine statistica (es. persone umane)

- ATTRIBJIC. & una caratterigtica discreta degli individui che viene analizzata statisticarente (colore capell,
colord degli occhi ..)

- VALORE ARGOMENTALE e la misura dell'attributo

La vanabile statistica indica come i valor
argomentali g distribuiscano fra gli individui
di una papdazione reale




VARIABILE STATISTICA DISCRETA

La papolazione di una variabile statistica puo essere descritta ricarrendo al concetto di FREBLBNZA La FREQLB\ZA
definisce un conteggio degli individui che manifestang, per 'attributo indagatg, pan valore argomentale.

Frequenza assoluta [ £]: numerodi individui con valore argomentale x;
Frequenza relativa [£]: percentuale di individui sul totale (N aventi valore argorentale x;

Frequenza Qunulata (assoluta o relativa) [G o g] : definisce il numero di individui che manifestano
VALORE ARGOMENTALE pari oinferiore ad un certo valare. Risulta dalla somma delle frequenze
assolute o relative che precedono quella relativa al valore argomentale considerato

X, X, ..
X,={F, F, .

f,of, .

XN N N

F, con F =N, f,=1

fN ; | ; |:> -
N

X, X,
F+F, _R+F+.+F

N N
G,=F+F, .. G=F+F+..+F

Il TEOREMA CENTRALE della STATISTICA stahilisce che, per un numero sufficientemente alto di osservazioni (estrazioni) la
frequenza (relativa) tende alla PROBABILITA. Quindi conoscere la frequgnza di estrazione di un valore argomentale equivale a
conascerne la probabilita di estrazione



Lo strurrento grafico di rapprsentazione delle FREQLBNZE e detto ISTOGRAMMA Dl FREALB\ZA Esso riparta sulle

VARIABILE STATISTICA DISCRETA

asasse il valore argomentale e sulle ardinate le frequenze carrispondenti.
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LAVARABLE STATISTICA
Parametn numeric descrittivi della popolazione

MODA e quel valore argomentale per cui e massima la frequenza;
MEDANA e quel valore argarrentale che divide listogranma in due aree uguali. Valare centrale

MOMENTI

Si definisce momento k-esino rispettoal polo O (tipicamente =0) di una variabile statistica a una dimensione la seguente
espressione

| omenti pit significativi che descrivono una variabile statistica sono i sequenti:

n n

o — f. — g2 = 2f.

ml,O = U= xlfl mZ,O = 0" = Xi fl
i=1 ]

Momento di Il grado - VALORE

Momento di | grado = MEDIA QUADRATICO MEDIO



LA VARIABILE STATISTICA

Ad ogni variabile statistica ne e associabile una nuova detta variabile statistica SCARTO (v) cosl definita:
Vi =Xl

La nuova variabile scarto Vavra lo stesso istograntra della variabile C ma Uorigine delle ascisse coincidera con
il valore della media m; (media nulla).

n n

Il momento di secondo grado della variabile scartoe J1 21\ Z ( )2 . Z 2

detto varianza [ 62} m2,m =0y = ~ X ml,O fi . 1Vi fi
I= |=

La radice quadrata della varianza viene detta SCARTO R P

GUADRATICO MEDIO (s.:m) 0 CEVIAZIONE STANDARD 6 =v0



LA VARIABILE STATISTICA

ATTENACNE!
La media Me quel valore argomentale che rende rrinina la varianza 62
La media Mha il significato effettivo di “valore centrale”, di indice di posizione dei valori argomentali.

La varianza oZ e invece un indice di “dispersione” e risulta tanto maggiore quanto pit elevati sono gli scarti.
Pertanto tale indice nspecchia la distribuzione del valon argomentall.



LAVARABLE STATISTICACONTINLA

Se la variabile STATISTICA di interesse risulta di tipo continuo la probabilita di estrarre esattamente lo stesso
valore argomentale per piu vdlte e praticamente nulla eil terma del CONTESG0 collegato ai concetti di FREQLUB\ZA
viene meng, paiché ogni valore argamentale s presenterebbe con frequenza pari al.

Per recuperare il concetto di FREQUBNZA S introduce quello di OLASSE La (LASSE e unintervallo di valori
argomentali entro il quale operare i conteggl. Il canpo di esistenza della varabile viene dunque suddiviso in
class che namalmente sono assunte di uguale AVRIEZZA

In questo caso La FREALB\ZA non definira piu la ricarrenza di un singalo valare, ma quello dei valori conpresi
nellintervallo di dlasse considerata

Le misure in generale, e quelle gperate con strumenti geomatici in particolare, costituiscono del canpionamenti
da popdlazioni statistiche ignote di variabili CONTINLE che bisogna saper descrivere attraverso un loro
canmpionamento.

Per canpionamentq, in un processo di misurg, S intende a ripetizione della stessa misura in condizioni gperative
uguali. Le ripetizioni costituiscono uninsieme nolto esiguo degli infiniti valori argomentali che caratterizzano la
popdlazione statistica sottesa alla grandezza misurata (es distanza). Da queste poche ripetizioni € possibile
dedurre informezioni circa lintera popalazione. S dinostra che la distribuzione statistica della grandezza
derivante da un processo di misura privo di sistermatism, carisponde a quella di una vaniabile statistica casuale.

La distribuzione statistica che descrive una variabile casuale e quella GAUSIANA



MSLRADREITAD UNAGRANDEZZA

Msurare direttamente un grandezza vual dire canpionare (cerchi rossi) una popolazione GAUBIANA di
MEJA ECEMAZ0NE STANDARD da determrinare sulla base del canrpione estratto,

/7 Q
¥

\\\
/

La distribuzione Gaussiana risponde al nmodello matematico 7/ riportato a margine . S nati come per descrivere
lintera popolazione (la «canpana») sia sufficiente conoscere MEDIA e CEMAZONE STANDARD

La prima determrinera il valore della MSURA che sto eseguendo, la seconda La sua dispersione attormo al proprio
valore e cioe la sua INCERTEZZA Notare che 'INCERTEZZA di cui S parla e quella connessa alla sola natura
aleatoria del processo di misura. Non sonoinclusi errari GROSSOLAN o SSTEMATIA La cui rinnozione deve
avvenire preventivamente



Significato operativo del parametri

P(m-c<x<m+0)= [ f(x)dx=0.68

P(m=20<x<m+20)= [ f(x)dx=0095

m-2c

I+

m+3c

= |

QO B

P(m=3c <x<m+30)= [ f(x)dx=0.997

m-3c

All'intervallo m+o, & associato il concetto di
precisione della misura (68% delle
osservazioni).

All'intervallo m+20, & associato il concetto di

v

affidabilita della misura (95% delle
osservazioni)

Allintervallo m 30, € associato il concetto di
tolleranza della misura (99.7% delle oss.)



POPOLAZIONI IN GIOCO

1) Esiste il CAMPIONE di MSLRE DIRETTE con tutte le sue statistiche

2) Esiste una papolazione incognita da cui il canrpione e stato estratto e di cui stiano cercando le gtirme dei
parametni che la definiscono

3) Esiste una popolazione delle medie dei canpioni estratti (paranetro1)

4) Esiste una popdlazione delle varianze dei canpioni estratti (parametro2)

3) E4) esistono perché ogni pla di estrazioni che costituisce il canpione definisce una propria coppia di
parametri sinili ma non identici. Sono possibili infiniti canpioni dai quali e possibile derivare infiniti valori di
media e vananza.
S dinostra che le migliori stime di MEDA e VARIANZAIN grado di descrivere il VALOREdi UINAMS RAe la sua
INCERTEZZA sono dati dalla MEDJA CAMPIONARIA e dalla DEVAZ0NE STANDARD della POPOLAAONE delle MEOJE
CAMPIONARIE (anche detta BRORRE STANDARD.

La misura della grandezza s espriera pertanto come

B Zn:xi o _ iznl:(xi_ﬁ)z
m:% ﬂlaigm D n(n-1)




1° Esempio

Si & eseguita una misura di distanza tramite bindella da 20m e si sono
effeftuate quattro serie di determinazioni. In tabella sono riportate le misure
effettuate e gli indici descrittivi che ne conseguono:

xi(m) vi(mm) Vi (mm?)
45.81 -15 225
45.80 -25 625
45.84 +15 225
45.85 +25 625
m=45.82 m 34 =1700

il risultato della misura & quindi: 45.82m=11.9 mm



2° Esempio

Se la medesima misura viene eseguita con l'uso di un distanziometro ad onde
elettromagnetiche e si effettuano nuovamente quattro determinazioni, si avranno i seguenti
indici descrittivi:

xi(m) vilmm) ViZ2(mm?)
45 823 +1.3 1.69
45.821 -0.7 0.49
45 822 +0.3 0.09
45 821 -0.7 0.49
ET__:D_ZUHHEG E1 =276
= =023 ==048 mm
Il risultato della misura & quindi: 45.821m £ 0.48mm

L'intervallo di variabilita in questo secondo caso & molto piu ridotto, il o della bindella risulta
di un ordine superiore a quello del distanziometro.



SGNHCATO OPERATIVO [H PARAMETR

DISTRIBUZIONE GAUSSIANA f

distanziometro ad onde e.m.

bmdella




MISURA INDIRETTA DI UNA GRANDEZZA

(Stima della media)

Say la grandezza determinata in nodo indiretto attraverso la misura diretta delle grandezze X, X, .., X,

y=1T(Xy, X, Xy)
Stima della MEAdella misuraindiretta della grandezza

Yoo = f(Xam, X Xom)

Esempio c  Sidefinisca la misura indiretta di a dopo aver misurato in
modo diretto b, «, B.

b . b—)Bigbm
a=——sina _ - -
sinf a—->atoan —> &2 A0 10y
,B—),Eig'ﬁm

. b sinfly E’ la stima del valore medio della misura
1 Tsinp indirettadia



MISURA INDIRETTA DI UNA GRANDEZZA
Stima della VARIANZA: Legge di propagazione della varianza

2 2 2
2 A 2 Zi 2 A 2
GY— X 'O'l‘l' X '0'2 +...+ X 'Gn
1/m 2 /m n/m

Stima della varianza di una grandezza misurata indirettamente attraverso misure dirette NON
CORRELATE fra loro

2 2 2
o :(%j .o} J{%) Ners ++(%) Yo +22(§( ](; J-aij
1/)m 2 /m n/m i<j i i

Stima della varianza di una grandezza misurata indirettamente attraverso misure dirette
CORRELATE fra loro

Tornando all’esempio precedente si tratta di calcolare le derivate parziali richieste:

GLELEG)



MISURA INDIRETTA DI UNA GRANDEZZA CON
MISURE ESUBERANTI

rn’1®+ 5@3 +...+f@?. :Q O = Termini noti
”2@4'52@ Tt E_Q;r @2 X: = incognite

n=>r

La situazione e analoga a quella di un sistema (ipatizzato lineare) in cui il n° di equazioni (n) > n° incagnite ()

Nel sistera tutte le grandezze, dirette e indirette, sonoindicate coni rispettivi valori teorici di media (L/). In questo caso (mondo
delle ideell), del tuttoteorico, una qualsiasi serie di 7~ equazioni, scelte tra le 7 disponibili, & in grado di fomire una soluzione che
soddisfa anche le restanti 7-- equazioni.

Nella realta nai disponiano solo delle stire delle grandezze misurate direttamente () che partecipano al sistenmg; pertantole
equazioni sono soddisfatte a meno deglli scarti. Il sistema diventa allora:

La soluzione che andian cercando (stina delle grandezze incognite

@, X,+b Xy + X, =L+, X) tratutte le possibili e quella che nrinimizza la quantita
a- X+ b5+, +u X = L+
T o : Z v = min MINIMI QUADRATI
a, X, +bX, +. . . +u X, = La'ty, eperla quale sia messia la probabilita di estrarre proprio quelle

stime dalle rispettive popolazioni possibili.



MSLRAINDJIREITA O UNA GRANDEZZA CONMSLRE ESLBERANT

Rassumendo ..

|’esuberanza delle misure rispetto a quelle strettamente necessarie a risolvere un certo problems, permrette di controllare
lerrare e recuperare i INCOLI GEOMETRICL. In termini analitici S tratta di scrivere un sistema con un numero di equazioni
superiore al numero delle incagnite. In tale situazione e possibile;

a) quantificare lerrare VERO (a posteriori) di MSURA
b) procedere alla COMPENSAZONE delle rrisure (ridistribuzione dell’errare per il recupero della coerenza gearetrica delle
nisure)

NB Lo stesso procedimenta, basato sulla risduzione di un sistema di equazione ridondante, puo essere utilizzato per STIMARE|
paranetri di un modello materatico LINEARE (o LINEARIZABLE nell'intormo di una soluzione approssineta)

| parametri di un modello meterratico che relazione linearmente una o piti variabili indipendenti (x) ad una variabile dipendente
y: sonoii coefficienti che Lo definiscono (ai) . Es. nel caso di UNAREITA paranretri sonoil suo coefficiente angalare e lintercetta

Y=ay+a.x; +azx, +--..+a,x, + amx’f + amﬂxf{ + e “+am+nx:§1+n

Esempio di compensazione: LIVELLAZIONE GEOMETRICA

Esempio di stima dei parametri di un modello: equazione della retta, parabola, esponenziale, logaritmo.



PRECISIONE DELLE CARTE



GLI ERRORI IN CARTOGRAFIA

Accuratezza di misura una misura e accurata sela Precisione di misura: una misura ¢ tanto piu
differenza (A) tra la stina del suo valore (m=nedia precisa quanto piu la dispersione delle misure
aritmetica (¢ ) ed il valore VERO (+) e trascurabile. ripetute intorno al loro valor medio (p) € piccola. La

dispersione ¢ misurata da parametri statistici quali:

Misura + accurata , . _ 1. s.qm = scarto quadratico medio (vedi seguito)
Ae trascurabile se p <o —> bene per misure ripetute (appartenenti alla
stessa distribuzione statistica)
g =
& n(n—1)
Misura - accurat 2. RMSE = Root Mean Squared Error > bene per
¥y misure distribuite (CARTOGRAFIA)

(n—1)

RMSE = \/ ?:1(xmis - xexp)2

7\




IL COLLALDO

|'operazione di collaudo di una carta avwviene dopo che la carta e stata redatta con lintento di certificamei
requisiti di precisione richiesti in fase di CAPITOLATQ

Il callaudatore procede a misurare le coardinate di punti stabili selezionati riconoscibili sia sulla cartada
colaudare sia sul terrena. Procede pai a confrontare per differenza le coordinate CARTA e quelle TERREND
dei punti rilevati.

Le papdlazioni statistiche in gioco sono dunque quelle delle differenze tra le coardinate EST (AE) e NORD
(AN)

La carta @ ACOLRATA se il valare medio di entranbe le popolazioni risulta trascurabile rispetto al suo valore attesg e
cioe 0 (zero).

MaE < Oxe €  Han < Oan

Est (carta) Nord (carta) EST gps NORD gps AE=(E-Eg) AN=(N-Ng) A = (AE*+AN?)%5
E, N, = Ngy AE, AN, A,
E, N, Eg Ngo AE, AN, A,
E, N, K2 Ngn AE, AN, A,



GLI ERROR INCARTOGRAHA

Definizioni

Se la carta risulta ACOURATA (e cice il valor medio delle differenze alle coordinate risulta nullo o
assimilabile a nullo) allora.........

a) Precisione (o) della carta scarto quadratico medio (o RMSE) degli errori di posizionamento

planimetrico (o altimetrico) verificabili su una carta a seguito di collauda Per la planimetria viene
fissato da capitolato pari all’

b) Brore di graficisma definisce lo spessore del pennino scrivente che disegna la carta su foglia In
ltalia lo 5l assume pari a 0.2 nmalla scala della carta

Esenpia S consideri una carta alla scala 1:10000. La sua precisione risulta:

1 mm:10000mMmm=0.2mm : o 2> oc=2m



PRECISONECHLE CARTE

c) Scala nominale della carta (o del dato): e la scala alla quale lo destina Uerrore che lo caratterizza
secondo quanto illustrato precedentemente.

S consideri un dato con errore planimetricodi 15 m
1 mm:Smm=0.2mm : 15000 mm

S=75000 -> dato e idoneo per una scala 1:75000

d) Tolleranza della carta (o del dato): 2o valore che definisce lintervallo all'interno del quale, secondo
la diseguaglianza di Tchebychev, s cdloca il 95% degli errori.
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