Complementi di Metodi Matematici per la Fisica. Esame 09/06/2025

Per passare all’orale sono necessari 17/34 punti. Durata: 2h. Si pud usare un formulario
personale al massimo di 4 facciate.

Esercizio 1. (10 punti)

Si consideri I’equazione per la vibrazione di una corda di violoncello di lunghezza L:
U (z,t) — Cuge(x,t) =0, x€[0,L],t>0, (0.1)

dove u(z,t) denota lo spostamento trasversale della corda, fissata ai bordi con condizioni di
bordo u(0,t) = u(L,t) = 0, e la costante ¢ ¢ una caratteristica della corda.

e (9 punti) Con il metodo di Fourier, si scriva la soluzione data la condizione iniziale

B x, 0<x<LJ2
u,0) = { L—z, L/2<z<L.° (0.2)
w(z,0) = 0, zel0,L]. (0.3)

Si puo far riferimento al formulario allegato per il calcolo dei coefficienti di Fourier.

e (1 punto) Sapendo che L = Tm e che quando viene fatta vibrare con condizioni iniziali
generiche la corda produce una nota di frequenza 220s~!, si calcoli la costante c.

Esercizio 2. (9 punti)

Si consideri la seguente equazione differenziale alle derivate parziali

0 0
au(w, t) + u(z, t)%u(x, t) = cos(t), (0.4)

Si consideri un profilo iniziale ,
u(z,0)=e ", xR, (0.5)

e (6 punti) Si scriva la soluzione in forma implicita usando il metodo delle curve caratteri-
stiche.

e (3 punti) Questo profilo iniziale puo sviluppare una singolarita per qualche tempo ¢ > 07
Si faccia un esempio di un altro profilo iniziale per il quale la risposta sarebbe opposta.
Per I’esempio in cui si forma una singolarita, si determini in quale istante questa si forma.



Esercizio 3. (8 punti) Si consideri la seguente equazione differenziale ordinaria per una

grandezza F(t):

F(t) — Hllp(t) 0. (0.6)

e (2 punti) Si indichi quali sono i punti singolari dell’equazione, specificando se siano
fuchsiani o meno (NON & necessario calcolare gli indici nei punti fuchsiani).

e (6 punti) Si determinino i primi due termini di uno sviluppo asintotico di
S(t) =log F(t)
per t — 400 per una soluzione dell’equazione che soddisfi

lim F(t) = 0. (0.7)

t—o00

Suggerimenti per lo svolgimento: Si consideri l'equazione soddisfatta da S(t), e si
usi il metodo dell’equilibrio dominante. Si puo usare I’assunzione che S’(t))? >> |S"(t)|
per t — +00. E necessario espandere i coefficienti dell’equazione nel limite considerato.

Esercizio 3. (7 punti)

Si consideri ’equazione di Poisson in un dominio circolare di raggio R, con una sorgente

uniforme:
0” 0? 2 2 2
e condizioni di bordo:
U(z,y) =0 per z°+41y? =R (0.9)

Si determini U(z,y) all'interno del dominio.

Suggerimenti per lo svolgimento: conviene passare a coordinate polari, U(z,y) =
u(r, @). Sono possibili scorciatoie, vista la particolare semplicita del termine inomogeneo. Per
affrontare il problema in modo sistematico, si puo cercare una soluzione della forma

u(r,0) = fu(r) cos(knf) + Y _ gn(r) sin(knb), (0.10)
n=0

n=1

determinando opportunamente i coefficienti k,, con i dati del problema. Le funzioni radiali g, (r)
e fn(r) si possono fissare scomponendo ’equazione di Poisson in queste coordinate. NOTA:
puo essere utile fare riferimento al formulario per la soluzione di alcune equazioni differenziali.



Formulario. Esame Giugno 2025

Alcune di queste equazioni (non necessariamente tutte!) possono essere utili.

Proprieta di ortogonalita per funzioni trigonometriche: per m,n € N:

2 [t nrx mnx 2 (L (n+ 3)mz (m+ Hrz

L/o sin( T ) sin( 7 )dx L/o sin( 7 ) sin( 7 )dx n,(0.11)
9 L

L/o cos(zﬂ)cos(mzx)dfc = O 20m0. (0.12)

Integrali notevoli.  Alcuni di questi integrali possono essere utili alla prova:

1 (_1)n+1
2/ sin(nrz)xder = 2-———— néeN, (0.13)
0 nm
1
2/ cos(nmx)dr = 20p,0 n €N, (0.14)
0
1 1 A si ™
2/ sin(nrz)(1 — z)dx 4 2 /2 sin(nrz)xdr = %, n € NT, (0.15)
1 0 T™n
2
1 1 a2 (mn mn
8 mn mn
2/ cos(nmz)(l — z)dx + 2/2 cos(nmz)rdr = sinc ( 42) ;OS( z ), n € NT. (0.16)
1 0 T=n

2

Operatore di Laplace in coordinate polari in 2D

Passando da coordinate cartesiane (z,y) € R? a coordinate polari, x = rcosf, y = rsinf,
I’operatore di Laplace diventa

R % 0.17
et Oy = r+7+ﬁ' (0.17)
Equazioni differenziali utili
Alcuni dei seguenti risultati possono essere utili.
L’equazione differenziale
22 F"(2) + oF'(x) — V*F(z) = Az?, (0.18)

con generici parametri A, v, ha soluzione generale

F(x) =

Ciz¥ + Cox™" + Ai, per v? # 4,
{ A= (0.19)

Crx¥ +Cox ™" + A Gaﬂ log(z) — ‘f—Z) , per v =4,

dove C'1, C5 sono costanti arbitrarie.



