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In particolare, esiste un isomorfismo canonico
E®F=L(E,F;K) «— L(E" F5K) = (E*® F")*
Dalla funzione bilineare ¢ : E x F — L (E*, F*; K) definita da
U(E,Y) : (w, o) — w(&)o(Y)

si deduce che esiste una funzione lineare biiettiva ¢ : EQ@ F — L (E*, F*; K) definita da ¢(Z @ §) =
(&, Y), ed estesa per linearita a tutto lo spazio vettoriale E @ F.
La funzione bilineare ¢ : F x E* — L(E;F) definita da ¢ (y,w) : # — yw(£) induce un

isomorfismo ¢ : F ® E* — L(E; F). Ricordiamo che F @ E* ¢ isomorfo a E* @ F.
L’associativita dell’operazione di prodotto cartesiano di spazi vettoriali
(ExF)xG+— Ex (FxGQG)
permette di dimostrare I'esistenza di un isomorfismo
(EF)G+— E® (F® Q)

e, quindi, si dimostra che anche il prodotto tensoriale di spazi vettoriali & associativo. In particolare,

si ha che

E®F®G +— L(E,F,G;K) +— L(E*,F*,G*K)
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In generale si deduce che

Ei® - ®E; <= L(Ei,...,.E;K) «— L(E],...,Ej;K)

Dati due spazi vettoriali EE ed F, esiste una biiezione
ExF+—FxE
da cui si puo dimostrare che esiste un isomorfismo
EQF+— FQE

Quindi, quando i due spazi vettoriali sono distinti, possiamo supporre che il prodotto tensoriale sia
anche commutativo®’. Nel caso in cui i due spazi siano uguali, cioé F = E, si ha un’involuzione
L EQE+— EQE.

Il campo K si comporta come un’identita per il prodotto tensoriale in quanto esistono isomorfismi
EQK+— E+—KE

che sono associati alla moltiplicazione di un vettore per uno scalare. In questo contesto non ha alcun

senso parlare di inverso rispetto al prodotto tensoriale.

o (1) {1} - {

4In particolare, si ha che F ® E* & isomorfo a E* @ F.

Esiste anche un isomorfismo

=1

Lo
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Se consideriamo quattro spazi vettoriali Eq, Eo, F1, Fy e due applicazioni lineari ¢; € L(E;;F;) e
1o € L(E9; Fy), possiamo definire il prodotto tensoriale ¥ ® 1y € L(E; @ Eo; F1 ® Fy). A partire
dalla funzione bilineare 0 := ®o (11 X 19) : By X Ey «+— F; ®F, definita da o (&, §) = 1 (%) @9 (Y)
é sufficiente definire ¥; ® ¥y = &. Oltre ad essere una funzione bilineare e associativa, il prodotto

tensoriale di applicazioni lineari gode di alcune proprieta notevoli, tra cui:
1. idg ® idg = idggF,

2. (1 ®9) o (1 ® pa) = (Y1 0 1) @ (P2 0 pa),

3. se 9y e 1y sono invertibili, allora anche 1; ® 1 & invertibile e si ha () ® 1)~} = ¥ @, L.

1.7 Basi nei prodotti tensoriali di spazi vettoriali

Date una base ordinata b = (€;,...,€&,) € B(E) ed una base ordinata g = (f,,..., f,,) € B(F)
si dimostra facilmente che i prodotti tensoriali €; ® fa sono linearmente indipendenti e generano il

i=1...n,aa=1,...m} ¢ una base

prodotto tensoriale E @ F. Cio¢, I'insieme finito {z;, = €; ® fa |

non ordinata dello spazio vettoriale E®QF ed ogni lemento t € E® F si puo scrivere im maniera unica

come combinazione lineare t = t**€; ® f,,. Le componenti /¥ sono definite da:

" =t(e, ") = (¢ ® ¢”)(1)
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Analogamente, ogni ¢ € E* ® F* si puo scrivere im maniera unica come combinazione lineare ¢ =

Cin€E' ® ®*. Le componenti ;5 sono definite da:
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(1m(&) @ e(£2)) (©)
1.8 Tensori su uno spazio vettoriale

Dato uno spazio vettoriale E, la potenza tensoriale k-esima E®- - - @ E verra indicata con E®*; quando

dim(E) > 0 definiamo E®° = K. Esiste un isomorfismo canonico
(B9 s (B7)°

Lo spazio vettoriale T{*(E) = E®* viene detto spazio dei tensori k volte controvarianti sullo spazio

vettoriale E. Lo spazio T{*(E) ¢ generato da tutti i prodotti tensoriali Z ®- - -® @), con &y, . .., & € E.

(
Lo spazio vettoriale TP(E) = (E*)®* viene detto spazio dei tensori k volte covarianti sullo spazio
vettoriale E. Lo spazio T,g(E) & generato da tutti i prodotti tensoriali w!'®- - -@w* con W', ..., w" € E*
ed ¢ isomorfo a (TF(E))".

Lo spazio T"(E) = T} (E) @ TY(E) = E®" @ (E*)®* viene detto spazio dei tensori k volte contro-
variant: ed s volte covartanti sullo spazio vettoriale E. Esso é generato da tutti i prodotti tensoriali
del tipo (1 ® -+ @%,) ® (w!' @ - @w?*) con By,..., B, € Eeconw!, ... w* e E* Esistono alcuni

isomorfismi canonici tra cui: T (E) «— (T:(E))", T/(E) +— L(T§(E); T (E)).



16 Appunti di Algebra lineare, multilineare e tensori (versione preliminare 2023)

Si possono definire operazioni di prodotto tensoriale fra tensori controvarianti, fra tensori covarianti

e fra tensori misti
®: TY(E) x Tj(E) — TV (E)
®:T)(E) x T)(E) — T, ,(E)
®: TP(E) x T, (E) — T/ (E)

Il prodotto tensoriale viene definito estendendo per bilinearita la funzione

—

(1@ &)W - w),(§,® ?Y,)Q ('@ - ®da))

!

(#1® T, 0 0F,)0 (W - Quweds e - oa)
Sfruttando alcuni degli isomorfismi visti nei paragrafi precedenti, gli spazi di tensori sullo spazio
vettoriale Ei possono essere rappresentati da spazi di applicazioni multilineari:
T(E) = L(EK)
T)(E) = Ly(EK)
TI(E) = L, (E*, E;K)
dove L, (E, F; G) indica lo spazio delle applicazioni multilineari di r + s variabili in cui le prime r

variabili stanno in E e le ultime s variabili stanno in F.
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Il prodotto tensoriale di una funzione multilineare a € L, ,(E*, E; K) e di una funzione multilineare

B € L, s(E*, E;K) ¢ la funzione multilineare di p + r + ¢ + s variabili definita da

1 — — 1 — —
=a(w,...,w" &, ... L) B, . WP g, B )

(a®B) (W', .., W’ F, ..., Byrs)

Le componenti di un tensore o € Ly, ,(E*, E; K) rispetto ad una base b = (€, ..., €,) € B(E) sono
i numeri definiti da:
i1

Oéjqu—g(g 7"'7§pyej17"'7ejq)

Per ricostruire il tensore a partire dalle sue componenti rispetto alla base b basta verificare che

a 211 leea1®"'®éap®§cl®"'®§0q
Le componenti del prodotto tensoriale a ® B sono allora definite da:

Zl thl h . lep h1~~hr

Se consideriamo una seconda base b’ = (é},...,€]) € B( ), le componenti ozj Jp del tensore o €
q

Ty (E) rispetto alla base b’ sono legate alle conponenti o b del tensore « rispetto alla prima base b

J1-

dalle seguenti formule

Oé/i/l"'i;) _ A . Ap i1---0p Ajl L qu
v - - v/
Jq

J1--Jg .. Jq
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1.9 Applicazioni multilineari simmetriche o antisimmetriche

In questa sezione definiremo i concetti e le funzioni per tensori covarianti. Con le opportune modifiche,
si possono definire gli stessi concetti e le stesse funzioni per i tensori controvarianti e per quelli misti.

Indicheremo con &y, il gruppo delle permutazioni dellintervallo [1,..., k] di numeri naturali. Le
permutazioni sono funzioni biiettive o : [1,..., k] — [1,..., k], Poperazione di prodotto ¢ la compo-
sizione di funzioni, l'identita ¢ la funzione identita e I'inversa é la funzione inversa. Il gruppo G; € un
gruppo finito con k! elementi’.

Esiste un omomorfismo di gruppi sgn : & — {—1,1} detto segno della permutazione. Per
calcolare il segno di una permutazione bisogna calcolare quanti scambi di elementi occorrono per
riordinare i numeri [o(1),...,0(k)] in ordine strettamente crescente (e non importa che sia il numero
minimo possibile). Per ogni permutazione o € &y, il numero di scambi necessario sara sempre un
numero pari oppure un numero dispari. Se il numero di scambi é pari diremo che o € una permutazione

pari e che sgn(o) = 1, altrimenti diremo che ¢ ¢ una permutazione dispari e che sgn(o) = —1.

FINE LEZIONE 2 MMdFC (2023-03-02 ore 14:00 — 16:00)

SRicordiamo che quando k > 1, il numero k! ¢ un numero pari.
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