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Le permutazioni pari formano un sottogruppo &; = sgn~ (1) del gruppo &;. Le permutazioni
dispari formano un sottoinsieme &, = sgn1(—1) C 6. Il sottoinsieme &7 ¢ vuoto; quando k > 1 si
‘ - k!
ha' |&¢| = [&;] = 3.
Consideriamo ora due spazi vettoriali E ed F e lo spazio vettoriale Ly (E; F), con k > 1. Diciamo

che una funzione multilineare ¢ € Ly (E; F) & simmetrica se e solo se
o €GB, A (&1,....T)) € BN = (&,1), ..., Bo) = (T4, ..., &)
Diciamo che una funzione multilineare 1) € Ly (E; F) & antisimmetrica se e solo se
cEG, A (Zy,...,%) eEF = V(Zo(1), - - Boy) = sg0(0) Y(X1, ..., Ep).

L’insieme delle applicazioni multilineari simmetriche ¢» € Ly (E; F) é un sottospazio vettoriale S (E; F) C
L;(E; F). L’insieme delle applicazioni multilineari antisimmetriche 1 € Ly (E; F) & un sottospazio vet-
toriale Ag(E;F) C Li(E; F). Molte volte ¢ utile estendere la definizione di applicazioni simmetriche

o antisimmetriche ai casiincui k=1e k = 0:
SI(E;F) = Li(E;F) =L(E;F) , AE;F)=L(EF)=L(EF)

So(E;F) =Lo(E;F) =F | A(E;F) =L(E;F)=F

6L.a funzione |S] indica il numero cardinale di un insieme S. Per un insieme finito ¢ il numero di elementi di S.
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Data un’applicazione multilineare ¥ € Li(E; F), con k > 1, definiamo la parte simmetrica S(1))

S() (&1, ..., 2) = % Z V(Zor), - Toy)  V(Er, ..., Z)) €E

eSSy

e la parte antisimmetrica A(1))
AW (@, @) = 3 Y sen(0)(Bory, - Bory) V(@1 @) € B

di 1. Quando ¢ € Si(E;F) si ha S(¢) = ¢ e A(¢) = 0. Quando ¢ € Ai(E;F) si ha A(v) =v¢ e

S@w) =0,
Si dimostra facilmente che S(v) € Si(E; F), che A(¢) € Ai(E;F) e che valgolo le identita

SoS=S5 , S0A=0 , AoS=0 , AocA=A

La funzione lineare S : Ly, (E; F) — Si.(E; F) viene detta simmetrizzazione mentre la funzione lineare
A Ly(E;F) — Ay(E; F) viene detta antisimmetrizzazione.
Infine, si ha'

St(E;F)NAL(E;F) = {0}

Calcolando le dimensioni degli spazi vettoriali Ly (E; F), Ax(E; F) e Si(E; F) otteniamo

n—lrk—l)

dim(Ly(E; F)) = mn* | dim(Ak(E;F)):m(Z) , dim(Sk(E;F)):m< ;

"Ovviamente vale solo per k > 1.
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dove si ¢ posto n = dim(E) ed m = dim(F).
Si dimostra facilmente che, quando k£ = 2, si ha
dim(A5(E; F)) 4+ dim(S2(E; F)) = dim(Ly(E; F))
ed inoltre
Se k > 2. si ottiene
dim(Ax(E; F)) + dim(Sx(E; F)) < dim(Lx(E; F))
Quindi,
ed esistono applicazioni multilineari non nulle ¢ € Li(E; F) tali che A(¢)) =0e S(v) = 0.
Esempio 1.1. [Scomposizione dei tensori tre volte covarianti]
Ad esempio se ¢ € L3(E;K) = TY(E) e dim(E) > 1 possiamo considerare le componenti ;. e

SCOHII)OI'IC come SCgU_C
““‘ —_— / “‘“‘ ““‘V _— ] “““y . 1] c‘“‘ . /] c““' . /] “““V . c‘/\ . /] ;““‘ .
Yirs = lﬁ/’(ir)s 1//[[/‘}.9 — W(irs) (l@)(/r')s ls“/('/,rs)) ((f/[xl‘} s @“ﬂu‘.ﬂ) Lf')[zz‘.s}

dove si € posto

2/ — 1 /. aly .
P(ir)s — Q(d/’n‘s‘I“ @rzs)
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/‘/"[ir}s - %(Uus - Uzzs)

/ f— ]/v 7 2y . y . [y . —]/v / 2/
Yiirs] — 6(1//7'7“5 — lﬁ/)ris + Vrsi — 1//37’7 + Vsir — Ze‘"/”l,sr) — ;(l/[n}s + WPlrsi + l//[si]l')

I due tensori o, € T§(E) di componenti 0., = V(ir)ys — Ylirs) € Qirs = Yir]s — Vjirs] S0ddisfano alle

identita: S(g) =0, A(g) =0, S(a) =0 e A(a) = 0. Se definiamo

, , 3
Bijk = k(i) N Yijk = Briij) — Vijk = — 5k

In generale si ha ¢ # 0 e a # 0. Quando dim(E) = n > 1, lo spazio dei tensori di tipo o e lo

spazio dei tensori di tipo @ hanno entrambi dimensione n (n — 1) (n + 1) /3.

1.10 Tensori simmetrici o antisimmetrici su uno spazio vettoriale

Quando consideriamo gli spazi di tensori covarianti T2(E), o di tensori controvarianti T¢f (E), di ordine
k, possiamo definire gli spazi di tensori simmetrici covarianti SY(E), o controvarianti S§(E), e gli spazi
di tensori antisimmetrici covarianti A%(E), o controvarianti A5(E), di ordine k. Nel seguito vedremo
le proprieta e le operazioni per i tensori covarianti, ma, con le opportune modifiche, varranno proprieta
ed operazioni analoghe per i tensori controvarianti.

Dato un tensore covariante a € TY(E), con k > 1, consideriamo la parte simmetrica S(a) € Sp(E)

e la parte antisimmetrica A(a) € AY(E). Per ogni base b = (€y,...,€,) € B(E) le componenti del
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tensore a sono definite da

ed il tensore a puo essere riscritto come
= Q¢ ¢ §Cl Q- & §Ck
Quando il tensore a ¢ simmetrico le componenti sono simmetriche nel senso che
Xjpyedowy — Xroadn Vo € Gy
Se, invece, il tensore « ¢ antisimmetrico, le componenti sono antisimmetriche nel senso che

Qjorymoey = Sgn(a) Q. gk Vo € Gy

Definiamo la simmetrizzazione

e antisimmetrizzazione

delle componenti di .

Per qualunque tensore «, le componenti della parte simmetrica e della parte antisimmetrica sono

S(Q)cl...ck - a(cl...ck) ) A(Q)cl...ck - &[cl...ck]
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Dalle proprieta delle operazioni di simmetrizzazione e di antisimmetrizzazione possiamo dedurre che

valgono le seguenti identita

A(croer)) = Xeroer) v Ylerocr)] = 0, Aley.cr]) = 0, Alley...cr]] = Yey...cx]

con k> 1. Inoltre, se 1 < a < b <k, siha

Afey.(cgency)er) — Aerner) 5 Alegi(caecy).cr] — 0, ey [cq.cp)omcr) — 0 Aley .. [cq...cp)cr] = Hey...cp]

con le ovvie modifiche quando a =1 e/o b = k.

1.11 Prodotto esterno e prodotto simmetrico

La dimensione dello spazio Sy (E) dei tensori covarianti simmetrici di ordine k su di uno spazio vettoriale
E di dimensione n > 0 ¢ dim(SY(E)) = (”Hl:_l). Possiamo osservare che se n = 1 tutti gli spazi SY(E)
hanno dimensione 1, mentre se n > 1 la dimensione cresce al crescere di k.

Per gli spazi dei tensori covarianti antisimmetrici A} (E), sappiamo che se k > n si ha AY(E) = {0}
e, quindi, dim(A)(E)) = 0. Quando 0 < k < n si ha dim(A4)(E)) = (}).

Se consideriamo i prodotti tensoriali SP(E) ® SY(E), con k > 0 e s > 0, scopriamo che sono

sottospazi vettoriali di T}, ,(E), ma non sono tensori simmetrici. Analogamente, i prodotti tensoriali

A (E) ® A)(E) sono sottospazi vettoriali di T, ,(E), ma non sono tensori antisimmetrici.
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Per ottenere un’operazione di prodotto che mandi coppie di tensori simmetrici in tensori simmetrici,

possiamo comporre il prodotto tensoriale con con 'operazione di simmetrizzazione

SYE) x SYE) — S}, (E)
(. B,) — S(ay, ®B),

L’operazione cosi definita ¢ bilineare e associativa.
Analogamente, per ottenere un’operazione di prodotto che mandi coppie di tensori antisimmetrici
in tensori antisimmetrici, possiamo comporre il prodotto tensoriale con 'operazione di antisimmetriz-

zazione
AUE) x AYE) — A (E)
(., 8,) +— Aly, ®8,),
L’operazione cosl definita é bilineare e associativa.

In alcuni testi le due operazioni vengono modificate moltiplicando il risultato per un coefficiente

x(k, s) definendo il prodotto simmetrico ® : S)(E) x SY(E) — S} (E) attraverso la formula
o, © 8, =x(k,s)S(ay, ®B,),
e definendo il prodotto esterno A : AJ(E) x AY(E) — A}, .(E) attraverso la formula

a, \B, = x(k,s)Alay, ® B,),
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I due prodotti sono sicuramente bilineari e l'unica condizione imposta sui coefficienti y(k, s) & quella
di fare in modo che il prodotto sia anche associativo, cioé®:

x(k+s,m)x(k,s) =x(k,s +7)x(s,r)  Vk,r,seN

Le due scelte pitt comuni sono

x(k,s) =1 oppure x(k,s) = (kkfj)!

per ogni k, s € N, e non ¢ detto che venga scelta la stessa formula per il prodotto simmetrico ® e per

il prodotto esterno A. In questo lavoro verra sempre scelta la formula

X(k, S) — (k+$)!

k!s!

sia per il prodotto simmetrico ® che per il prodotto esterno A.

Oltre ad essere bilineare ed associativo, il prodotto simmetrico ¢ anche commutativo o © @5 =
QSCDQ - 1l prodotto esterno, oltre ad essere bilineare ed associativo, ha la seguente proprieta: oA és =
(—1)ks B, N ey,

Rappresentando i tensori attraverso le componenti rispetto una base b = (€i,...,€,) € B(E)
otteniamo

1
& = U, .. .cp §Cl K- ® §Ck ] ey ...ep §61 ORERNO) §Ck

81 insieme N contiene il numero 0.
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per ogni a € SP(E). Analogamente, si ha
B=1D0.c € @ Q" =1 ey €N NED
per ogni 3 € A)(E).
Dalle definizioni di ® e di A si deduce che
O Oe* =kl ... @™ — @ e =g @ O™
e che analogamente si ha

ENN - Ne* =klel ... @ e — el Ao ngH =g AL A g

Osserviamo che
e l'insieme di tensori {€" ® -+ ® €% : ¢1,...,c; € [1,...,n|} & una base non ordinata per Ty (E),

e l'insieme di tensori simmetrici {€* ®@ - @ &% 11 < e < ... < ¢ €[1,...,n|} & una base non

ordinata SP(E),

e l'insieme di tensori antisimmetrici {4 A--- Ae% ¢ < g < ... < ¢ € [1,...,n]} & una base

non ordinata A%(E).
Dati due tensori simmetrici o, € S)(E) e éq € Sy)(E) si ha

R i
Qp - H&Zl...2p§1® ®§p

1 . .
16 — a 5]1]11 §]1 ORERNO! éjq

—q
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da cui si deduce che

ap QQQ - (l Qiy...ip §i1 © - ®§2p) © (Q' 631 Jg = ejl ©- ®§jq>

a,0B = (5 NN -LNORER @gip> ® (% Birj € © - @gjq>
1

1 { i j '
f@il...ipﬁjl...jq§l®"'®§p®§]1®"'®§jq

= L Qi i, 5j1...jq) ENO--0e"ee OOl

e, quindi, che
)i (p+q)!
1

. Zp,]l jq p’q' ('Lllp /lejq)

Se invece di considerare due tensori simmetrici consideriamo due tensori antisimmetrici o, € Ag(E)
e @q € A)(E) si ha
Q, = ﬁoéil...ip NN NEY
8 = %53'1...3}1 NN A gl

da cui si deduce che

' ‘ ‘ , ‘ ‘
o, NB, = <17 Q.. €N N /\§“’) A (a Bj..j €N /\§“>
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a, N8, = (haii, e A Aen) A (5 Be" Ao neh)
1

[ =

N S N i JUA ... J
@21...zpﬁjl...]q§ AN NEPNE!T N N g4

p! ¢!
= p'Lq' iy 53,1“%] §i1 Ao A gip A §j1 Ao A §jq
+q)! : : - |
= ﬁ (%15!) iy, 5j1...jq]> ETYN--NEPNETN-NEN

e, quindi, che

_ (ptq)!
(Qp /\ éq)il'“ipjl-“jq - p!q! Q[il...ip ﬁ]qu}

1.12 Prodotto interno di un vettore con un tensore covariante

Dati un tensore k volte covariante a € T} (E) ed un vettore & € E definiamo il prodotto interno di &

e a come il tensore k — 1 volte covariante 1z(a) € Ty | (E) definito da

t3(a)(Yas - -+ Yp) = @&, Yo, - - - Gp)
Nel caso in cui k& = 1, si ha che 1z(a) = a(Z) € K. Se, invece, & = 0 poniamo per definizione
tz(a) = 0. Quando applichiamo il prodotto interno a tensori simmetrici o antisimmetrici il risultato
mantiene lo stesso tipo di simmetria: restringendo ¢z(-) ai tensori simmetrici otteniamo una funzione

lineare che viene indicata ancora con lo stesso nome

tz(+) : Sp(B) — S, (B).
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Analogamente, per i tensori antisimmetrici
() + AR(E) — Ay (E).
Non esiste una relazione ben definita (tipo Leibnitz) fra prodotto interno e prodotto tensoriale

1z(a,) ® éq se p>0

(e, ®B ) =
a,®w8) se p=10

Se applichiamo il prodotto interno ¢z(-) ad un prodotto simmetrico di due tensori simmetrici a, €

Sy(E) e B, € Sy (E) si ha
L"f(gp © éq) - Lf(gp) © éq o, O Lf(@q)

Se, invece, applichiamo il prodotto interno ¢z(-) ad un prodotto esterno di due tensori antisimmetrici

0 0 -
a,€ A(E)e @q € A,(E) otteniamo

(e, A B,) = tale,) A B, + (~1)a, A 12(B,)

FINE LEZIONE 3 MMdFC (2023-03-03 ore 14:00 — 16:00)
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