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1.13 Determinanti, simboli di Levi—Civita e delta di Kronecker generalizzate

Dalle formule per calcolare i determinanti di matrici quadrate possiamo definire i determinanti di
tensori che stanno in uno dei tre spazi T} (E), T§(E) e T¢(E). Fissiamo, per il momento, una base
b= (€1,...,€,) € B(E) nello spazio vettoriale E.

Prima di cominciare, definiamo i simboli di Levi-Civita covarianti ;, ; e controvarianti ght-in
dicendo che sono antisimmetrici e che, quando gli indici sono tutti distinti, il loro valore ¢ il segno della
permutazione (1,...,n) — (i1,...,7,). In particolare, vale I'identita: "*+ng; , = n!. Definendo

la delta di Kronecker generalizzata con k indici come il tensore § € AL(E) @ AYE) = AFE) di

componenti
e L L
deduciamo che
(e
0y, = det
o

In particolare, valgono le seguenti identita

: 110k —
l.sek>n,sthao; " =0

o iein — _igin o
2.se k=nsihao)" =g
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1 il...ikak+1...an
(n—k)! " J1---JkOk41---0n

3.se k <nsiha 5;1"'i’“ = 1

il...ikak 1-..Q . . —
1eJk (n—k)!g " " E1 kg an =

Dato un tensore t € T}'(E), consideriamo le sue componenti té- rispetto alla base b. Il determinante

della matrice delle componenti di ¢ si puo scrivere in due modi:

det(t;) = €i,..4, tzf x t; oppure det(ty) = t}l et gliewdn

Dalle proprieta dei determinanti di matrici rispetto allo scambio di righe o di colonne deduciamo che
Eiyoin t;ll e t;z = det(t7) €j,..5, oppure t;ll e t;z ghin — det(ty) ghtin
e, quindi, il determinante si puo scrivere come segue
det(ty) =Yg, 15 -t
Si dimostra facilmente che il risultato non dipende dalla base scelta in E. Infatti si ha:

det() = det(AYt7A%) = det(t]) det(AY) det(A”) = det(t}).

Diremo che lo scalare che abbiamo ottenuto ¢ il determinante det(t) del tensore t € T} (E) = EQ E*

L(E;E). Il determinante ha le seguenti proprieta: det(t; o to) = det(t;)det(ts) e det(idg) =

—_

Quando det(t) # 0 possiamo definire il tensore inverso ¢! di ¢. Definendo il tensore aggiunto adj(t) €

TL(E) come il tensore di componenti

a __ 1 . iy 4in GJ2..]n
tb - (nfl)!gbm...zn tjz tjn €
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deduciamo che

toadj(t) = det(t)idg = adj(t) ot =t ' =

Dimostrazione. Considerando il prodotto ¢ o adj(t) si ha

(toadj(t)); =

toty

ty (ﬁé“bzg.,_in t;z . té’i Eajg...]n>
ﬁgbig...in (tg t;z .. t;ﬁi 5aj2.,,jn>
ﬁébig...i” (det(tg) Sciz...in)
det(t]) (ke in =)

det(t") 8¢

Analogamente, per il prodotto adj(t) o ¢ si ha

(adj(t) o t)¢

2

~

a 4b
btc

/N

1 . . ig . in ap]n b
(nfl)!gbm...zn tjz tjn € ) le

1
1)1

. . b ’i2 L. in ijgjn
iy, (L 1) 2

1 .<€Cj2«-«jn det(tg)) gJ2e-Jn

det(t) ( oy 5cj2...jn€aj2”'j">
)

T

(n—1)!

 det(t)

adj(t)

33



34 Appunti di Algebra lineare, multilineare e tensori (versione preliminare 2023)

Dato un tensore t € T3 (E) valgono delle formule analoghe:

ety iy, = det(tw) €y, oppure g oty g, 0 = det(ta) €.,
. o - . L _ 1 )
det(tab) _ %6“"'2” ti1j1 . 'tinjn glin ’ 7fab _ (nil)!gblz...ln ti2j2 L tinjn £J2-+-jn t 1 _ det(t) adJ (t)

La differenza consiste nel fatto che il determinante det(¢) non ¢ invariante per trasformazione di base,

ma si trasforma come un oggetto che chiameremo densita scalare di peso 2
det(t),,) = det(t, A% AL) = det(t,y) det(A%)2.

Il segno del determinante ¢ determinato, ma il valore no. L’oggetto adj(t) ¢ una densita tensoriale di
peso 2:

FYAL AL = det(AT)HY = 17 = det(AD)2 P AT AY.
Quando esiste, 'inverso ¢ un tensore t~1 € T¢(E).

Dimostrazione. Considerando il prodotto ¢ o adj(t) si ha

(toadj(t))2 =t 0

_ 1 big..cin, ¢ . ~GJ2.n
= 1o ((n_l)!s tigjy -+ Linj, €

_ 1 Z)Lgtn A S LLjQ...jn
T (7771)'8 (t(a t7'2.]2 tz'ﬂ]n €
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_ (TLil)!gbig...in (det(tm) 6@7;2,,,2'”)
bi...in
= det(tr9> ((n—ll)'g et €Ci2---i77,>
= det(t,,) 8"
Analogamente, per il prodotto adj(t) ot si ha
(adj(t) o t)s = 1y
Y
(7771)' 1272 tnJn be
- (rlil)' (61)222” tb(; t2272 e tinjn) 8aj2]7l
1 2. lin
- (n—l)' <€Cj2---.jn det<trb)> 5aj2 !
— det(t,s) (ﬁgcjé...jn £a72]”)
= det(t,5) 0%
|
Dato un tensore t € T¢(E) valgono delle formule analoghe.
iy Tt = det (#47) €71 oppure .. giing; o= det (%) e
aby _ 1 it . . indn ; | injz . . . pinjn -1 1
det(t ) = Wi, U s Tay = ngig...int et ey g, T = adj(t)

det(t

)

35



36 Appunti di Algebra lineare, multilineare e tensori (versione preliminare 2023)

La differenza consiste nel fatto che il determinante det(¢) non é invariante per trasformazione di base,

ma si trasforma come un oggetto che chiameremo densita scalare di peso —2:
det(t'*Y) = det(AY AVt%) = det(t™) det(A”)? = det(t™) det(A%) 2.

Il segno del determinante ¢ determinato, ma il valore no. L’oggetto adj(t) sara una densita tensoriale
di peso —2:
AT AY = det(A")t,, = i, = det(AL) A% A
Quando esiste, I'inverso ¢ un tensore t~1 € TY(E).
Dimostrazione. Considerando il prodotto ¢ o adj(t) si ha
(toadi®); =
- (ﬁeb R €JJ>
= i, (e, )
— ﬁgbz@...in (det(t"s) ECiQ"'i">
— det(t) (ﬁ5b727 5Ci2"'i">
— det(t™) &
Analogamente, per il prodotto adj(t) ot si ha

(adj(t) 0 8); = Tut”
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a ((”11)!55732-.-73”, 11202 . i 50,,7'2...,7f1) t*
- (n_ll)! <€big...7ﬁ,,, tbc tbjg T tin‘jn) €ajo...fin
- (n—ll)! <50.]'2---,77n det(tTS)) Eaja...jn

= det(t”) ((7:/—11)!5C'j2""7 €aj2...jn)

— det(t) 6

1.14 Invarianti fondamentali per tensori di tipo (1,1).

In questa sezione ricorderemo alcune semplici nozioni riguardanti gli invarianti dei tensori ¢ € T} (E) su

uno spazio vettoriale E di dimensione n > 1. La proprieta fondamentale é il teorema Hamilton—Cayley:.

Teorema 1.1 (Hamilton Cayley). Dato un tensore A = Alé; @ ¢' € TH(E) allora vale la sequente

identita:
D (D) (A) AT = (“1)"A" (1) (A) AT 7 (A)T =0

k=0

dove I = idg e gli invarianti 7;(A) sono i coefficienti del polinomio caratteristico:

det(A + M) Zm A)\E
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Osservazione 1.1. Gli invarianti 7;(A) si possono definire nel seguente modo:

TO(A) = 1

() = G4 = (A)

n(A) = SOLARAY = ((A) - (4)

T(A) = LTI AR ARAL = < ((A) - 3(A%)(A) + 2(4%)

7—4(A) — l(srlmr?’”‘ASlASzAS?’AS‘l — i (<A>4 + 3<A2>2 - 6<A2><A>2 + 8<A3><A> - 6<A4>)

4[ 518283847 "T1T 27 TT3T 7Ty

() = SgmTAn A = det(A)

n‘ 81...8,7 7T

dove (M) := tr(M) indica la traccia del tensore M € T}(E)

Osservazione 1.2. Le quantita da calcolare sono gli scalari

1
T0(A) =1, 7(A) = oA A

_ k' S81...8 7T
ed i tensori di tipo (1,1) di componenti

1
ary...rg S1 o, ) Sk
—0 AL A

k! CS1...8k

Qo(A)¢ =0z, Gu(A) =
Se n = dim(E) ¢ la dimensione dello spazio vettoriale, per gli scalari 7 valgono le identita:

n(A) =tr(A), 7m,(A)=det(A) e T(A)=0 Vk>n
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mentre per i tensori & valgono le identita:
&,(A) =0 (Hamilton—Cayley) e GarA)=0 Vk>n
Si verifica facilmente che vale 'identita
tr(Aodi(A)) = (k+ 1)1 (A)
Sviluppando le delta di Kronecker generalizzate rispetto alla prima riga, o colonna, si dimostra che
Qpi1(A) =11 (A) T — Ao Gy (A)
Ricordando che é&,,_1(A) = adj(A), si riottiene l'identita
Aoby, 1(A)=det(A)I

che ¢ semplicemente l'identita di Hamilton—Cayley. Per ricorrenza, si dimostra che

o

—1

T(A) = — [(—1)k_STS(A)tr(Ak*5)}

| =

I
o

S

Per calcolare praticamente le espressioni dei tensori &y e degli scalari 7, ho usato le due procedure

Tau := proc (k, x)
local r;

option remember;
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if k < 0 then RETURN(O) fi;

if k = 0 then RETURN(1) fi;

- sum(’Tau(r,x)*(-1) " (k-r)*Tr(x~(k-r))’,’r’=0..k-1) /k;
expand (%) ;

end;

Alpha := proc (k, x)

option remember;

if k < 0 then RETURN(O) fi;

if k = 0 then RETURN(1) fi;

- x * Alpha(k-1,x) + Tau(k,x);
expand (%) ;

end;

definite con Maple.

1.15 Prodotti scalari

Un prodotto scalare g su uno spazio vettoriale E ¢ un tensore doppio simmetrico non degenere; cioé:

g € SY(E) ¢é tale che per le componenti g, di g rispetto ad una base di E sia det(g,s) # 0. In questo
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caso, il tensore inverso g~! avra componenti simmetriche che indicheremo con ¢"*. Le componenti ¢

sono definite implicitamente dall’identita’

gix g™ =05 = g°* gri

Quando K = R,

e un prodotto scalare ¢ detto euclideo se per ogni & € E\ {0} si ha g(&, &) > 0 (definito positivo),

oppure g(&, &) < 0 (definito negativo);

e il prodotto scalare ¢ detto pseudoeuclideo se esistono vettori di genere luce, cioé vettori & € E\{G}

tali che g(&, %) = 0.

Per i prodotti scalari si possono definire le basi ortonormali: una base (€1, ..., €,) di E viene detta
ortonormale se la matrice delle componenti ¢,s ¢ diagonale e tutte le componenti sulla diagonale

valgono 1 o —1:

0 se r#s
(grs)2 =

1 se r=s
La segnatura di un prodotto scalare verra indicata con una coppia (p, q), con p+ g = n, dove p indica
il numero dei vettori della base ortonormale che hanno quadrato 1 e ¢ indica il numero dei vettori della

base ortonormale che hanno quadrato —1.

9Piu tutte le altre identita che si deducono da fatto che le componenti g e ¢*° sono simmetriche.
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Osserviamo che quando n = 4 le segnature possibili sono (4,0), (3,1), (2,2), (1,3) e (0,4). Se il
prodotto scalare g ha segnatura (4,0) o (0,4) allora ¢ un prodotto scalare euclideo. Se la segnatura

10 Infine i prodotti scalari kleiniani sono

¢ (3,1) o (1,3) il prodotto scalare viene detto lorentziano
quelli con segnatura (2,2).

Dato un prodotto scalare g su uno spazio vettoriale E, si definisce una funzione lineare invertibile

(-)b - E — E*:

In componenti si ha:
T=2€ AN g= gij§i ® € - (5)b = gijxiéj = ﬂif;éj
Siccome esiste il tensore inverso g~! = ¢"*€, ® €, € SZ(E), la funzione inversa di (-)’ ¢ la funzione
() : E* — E:
(w) =g (w,") = (g™
In componenti si ha:
N gl=glg0e = (W) =g'weE =wé;

w = W;€

Un prodotto scalare g € SY(E) permette di definire un prodotto degli isomorfismi lineari (-)° :
TP(E) — TY, (E) e (-)* : TP(E) — T§™(E) ed un prodotto scalare TP(E) x T?(E) — K.

p+q

PRicordando che det(g:s) ha un segno ben definito, basta verificare che sia det(g,s) < 0.
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La funzione (-)* & definita da

— . _, = \b = \b = -
(Q)b(wlu"'7xp7y17"'7yq) = Q((wl) ,...,(.’Bp) 7y17"'7yq)
ed in componenti si ha
b X Lk

ay...ayp = g C C r T C C
Q:O‘cll...c(fem@”'@eap®§1®"'®§q —— g:O‘rl...rpcl...cq§1®"'®§p®§1®”'®§q

dove si & posto

ilf:.‘;pcl...cq = 9riay """ Grpa, legqp
La funzione (-)* & definita da
(@) Wy Wy, Oy, 0) = awy, . w,, (00) . (0,))
ed in componenti si ha
ﬁ . aj...apS1...8¢q =

a a?f,‘,’,‘?j§a1®“‘®éap®§Cl®"'®§cq —_— o =« *...*ea1®"‘®éap®ésl®"‘®ésq

dove si é posto

a1...apS1...5¢q aj...

a C1S1
e p .
X LK acl.ucqg

CpSp

..g

Ricordando che (T3 (E))* = T

piq(B), il prodotto scalare ¢ definito da

gla,B) = &(B) = "B s,
(af) = BT s,

Il
'R
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0, equivalentemente, da

1.16 Dualita di Hodge

Su uno spazio vettoriale reale E di dimensione n, orientato e dotato di un prodotto scalare g, possiamo

definire una funzione lineare invertibile x, : A)(E) — A} (E) con la seguente formula

Va.B e AE)  ahw(f) = ig@, B)w,

dove si & posto

1 ‘ . ‘ .
wy =/|gle' A A" = /9] (Egil...in gNN- /\§Z"> = Vgl (gir.i " @ @)

e g = det(gq.). La funzione multilineare antisimmetrica w, € A)(E) \ {0} ¢ indipendente dalla base

(éi,...,€,) orientata positivamente. Fissata una base orientata positivamente (€, ..., €,), definiamo
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1 | | . .

e = e'NNEY = —Ei g, €A AED = €i.i, €' Q- Qe

n:

1 | | . .

J— = J— 2 .« e e in e .. . ? PRI in

gj - Lej(g) - (n _ 1)'5312 Zn§2 A NE — 5]12...zn§2 ® e
1 . . . _
— o < RN in — . gt ce in

o = telgy) = gy €A AE = Ejkig..i, E° Q- Q€

o . .. . Z 1 Zn J— . .. . 1 1 e Zn
— o € i /\ /\§ - 8]1...]p2p+1...Zn§p+ ® ®§

9 ..j, — Léjp(gjl---jp—l) )| Jredplptiein &

Ty g = Ejjnl

Osserviamo che @ ¢ una base di A)(E), (g;) ¢ una base di A)_;(E) mentre i g; ,; generano gli spazi

Ag_p(E). Si dimostra facilmente che g’ A o, = 5} o ¢ che, in generale, si ha
ellZp /\ o L — 521
_ —]J1--- p

J1-- ]p

dove si é posto

Siamo adesso in grado di dimostrare che

: 1 i1y
*,(8) = < %%d1~wﬁﬁzavwﬂwgm% (1)
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Infatti si ha

a A *p(B) =

) 1 . .

< iy €A /\§“’>/\*p (_,ﬁjl...jpéjl/\"‘/\§]p>
1
— <p Ole ’L 821 Zp) < V ‘g 6‘71‘71’ _]1 Jp)

1 i
— — . BTN glem T A
p!
1
p'p
1

!

1

]7 —J1---Jp
J1---7 / 17...2

7 i ﬁ*l...*p ‘g| 5]'1...]'1; g

Dal’equazione (1) si deduce che la funzione inversa di *, ¢

(%)t = sgn(g) (=1)"" ) %, .

Infatti si ha

snp (5 (B)) = *np (% (B

Zl ..'Lp j 41 . In
Lok (’)’L 87/1 Zp]p+1 ]n€ P /\ /\ §

—p)!



Marco FERRARIS

(—1)Pln=r)

(_1)p(n—
C
(—1
(_1)p(nfp

(=1)Pnp)

! i )
1wl Jpt1--Jn
_ | \/7 \/l; Lk 521 z * % gjp—i—l---jn

|g| 11 dpJptl---Jn 1 L .
' H /leng**p i R 3 agjp-l-l]n%kpé 1 /\ . /\ § >

|9l 1 iy | k
(n - p)' Zj 5i1"'7:178 . *p iJrl p'glﬁ KpJpt1.- ]n§ LA -

g1/4g 1 L . 1
P)L (]; ﬁh...ipgll...ZPJPJrl...Jn) . i jnékl N

(n—p)!

11 1
|g| 6 (ﬁéu"'Zp]pﬂ"'Jngkl--~kpjp+1...jn> §k1 A

g p'p! n—p)!

|g|p p' /821 Zp(s]ill'uzkpgkl /\ “ e /\ §kp
1

M—, bk €A A gl

9

4

g

FINE LEZIONE 4 MMdFC (2023-03-07 ore 16:00 — 18:00)
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