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Per ogni funzione F € Q°(A) possiamo definire il differenziale (esterno) come la 1-forma dF €
Q'(A) ottenuta dalla mappa tangente T'(F) ricordando che T'(R) = R x R. Basta richiedere che la

funzione dF' sia definita da:
dF :pr— dF = pryo T,(F) € T;(A)
Si verifica facilmente che il differenziale esterno gode delle seguenti proprieta:
1. d(Fy + Fy) = dFy + dF, per ogni I}, [, € Q°(A);
2. d(F} Fy) = FydF, + Fy dF, per ogni Fy, Fy € QY(A);

3. dF = 0se e solose I € Q°A) ¢ costante su ogni componente connessa di A;

W

. per ogni funzione f € C*(A; B) e per ogni funzione G € Q%(B) si ha f*(dG) = d(f*(G)).
4.3 Fibrati di tensori covarianti

Lo spazio dei tensori k—volte covarianti in un punto p di uno spazio affine A ¢ lo spazio
TT,(A)) = {p} x T(E) = {p} x (E)*" = {p} x (E®")".

Il fibrato dei tensori k—volte covarianti sullo spazio affine A € 'unione di tutti gli spazi dei tensori

k—volte covarianti

TY(A) = U TR(TH(A) = A x (B")* = A x (E¥Y)",

peA



34 Appunti di calcolo differenziale sugli spazi affini (versione preliminare 2023)

nei vari punti di A.

Sul fibrato TP (A) = A x (E*)®F = A x (E®*)* consideriamo la topologia prodotto e, per il
momento, non ci interessano possibili strutture come quella di spazio affine.

Se U C A ¢ un sottoinsieme aperto di A, possiamo definire
TRT,(U)) = T(T,(A) = {pyx(E)™ = {p}x (E*")", T(U) = ng TQ(TH(A)) = Ux (E)™" = Ux(E®")"
L’insieme TQ(U) ¢ il fibrato dei tensori k—volte covarianti sull’aperto U C A.

La proiezione naturale ma : TP(A) — A definita da w € TP(T,(A)) = 7ma(w) = p & una
funzione suriettiva, continua e aperta. Ovviamente, per le fibre (m4)1(p) della proiezione 74 si ha
(ma) ' (p) = TR(TH(A)). Inoltre si ha (7a) " (U) = TR(U) e 7y = (7a)l7ow)-

Se V' C B ¢ un sottoinsieme aperto di uno spazio affine B modellato su uno spazio vettoriale F,
esiste un isomorfismo di spazi vettoriali fra Ty (T, ) (U x V)) e T(T,(U)) x T} (T,(V')) che induce
un omeomorfismo fra TP(U x V) e TY(U) x TY(V) e fra le proiezioni myxy e my X my.

Data una funzione f € C*(A; B), possiamo considerare i prodotti cartesiani

(T (] [Ty (B — [T (A,

ed i prodotti tensoriali

(TN [T (B — [T (A) 7,

(p
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ma si puod definire una funzione T} (T,(f)) : TP(T,(A)) — TP (Tt (B)) con proprieta analoghe
a quelle della mappa tangente 7),(f) se solo se T,(f) : T,(A) — Ty, (B) ¢ invertibile. Se f €
C*(A; B) ¢ un diffeomorfismo possiamo definire la mappa TQ(f) : TP (A) — TY(B), che ¢ a sua
volta un diffeomorfismo, che rende commutativo il seguente diagramma

T(f)

T}(A) TY(B)
A B
A 7 B

e tale che: Ty)(g o f) = T}/ (g) o Ty (f), Ti(ida) = idgp(ay e TY(f 1) = (TY(f)) "
4.4 Campi di tensori covarianti

I campi di tensori k—volte covarianti su un aperto A di uno spazio affine A sono le sezioni del
fibrato TP (A), cioe: le funzioni @ : A — TP (A) tali che 74 0 o = id4. Ricordiamo che, per come &
definito TP (A), le sue sezioni sono in corrispondenza biunivoca con le funzioni & : A — (E*)®*. La
corrispondenza biunivoca ¢ data da o — & = pry o @, con funzione inversa & — o = (id4, &).
L’insieme delle sezioni di classe C* di TP (A) verra indicato con T (A) e, per convenzione, defi-

niamo TH(A) = Q°%(A) e TV(A) = Q(A). Gli insiemi T (A) sono spazi vettoriali reali di dimen-



36 Appunti di calcolo differenziale sugli spazi affini (versione preliminare 2023)

sione infinita che hanno anche una struttura di modulo (libero di dimensione dim(A)*) sull’anello
commutativo C*(A4;R).

11 prodotto tensoriale di due campi di tensori covarianti o, € T)(A) e B, € T1(A) ¢ il campo di
tensori o, ® B, € T, ,(A) definito da:

a, @B, :p— a,(p) ®B.(p)

Il prodotto tensoriale risulta essere una funzione bilineare per le strutture di moduli sull’anello

commutativo C*°(A;R) e, quindi, anche per le strutture di spazi vettoriali di dimensione infinita su
R.
I moduli 79(A), con k > 1, sono isomorfi alle potenze tensoriali k—esime di C>°(A; R)-moduli
(Q1(A)™F = (X(A))™F = (X(A)™)".

L’operazione a,, ® B, coincide col prodotto tensoriale @ : (X(A)*)®" x (X(A4)")®* — (X(A)*)2lr+s),
Data una funzione f € C>*(A, B) possiamo estendere le definizioni di f* : Q°(B) — Q°(A4) e
5 QY(B) — Q'(A) ad una funzione f* : TV(B) — To(A), con k > 1. Per ogni & € TV(B)

definiamo la controimmagine f*(o) imponendo che

(S (@)(p) : (T1,-..,B) — a(fO)NTH(F)(@1),-.. . Tp()) (W) Yp € ANV(T1,...,T1) € (TH(A))"

0, equivalentemente,
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Si dimostra facilmente che per ogni f € C*(A, B) valgono le seguenti proprieta:

o f'(Fioy+ Foos) = fX(I) f(a1) + ff(Fy) f*(g2) per ogni Fy, Fy, € C°(B;R) e per ogni
01,09 € T/%(B);

e [, ®§S) = fa,) ® f*(és) per ogni o, € 7'2(3) e per ogni B € 'TS(B)

Quando f € C*(A; B) ¢ un diffeomorfismo, il seguente diagramma

T2(f)
TP (A) : T (B)
f*(l) A B lod
A 7 B

¢ commutativo e le due frecce orizzontali sono dei diffeomorfismi. Possiamo costruire la funzione f, :
TU(A) — TY(B) definendo I'immagine f,(w) come f,(w) =T(f) ow o f~! o, equivalentemente,
definiamo f, = (f~1)*.

Quando k > 1 ci sono due sottomoduli molto importanti di T0(A): il sottomodulo dei campi di

tensori simmetrici SY(A) ed il sottomodulo dei campi di tensori antisimmetrici Q%(A).
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4.4.1 Derivate di campi di tensori covarianti su spazi affini

Dato un campo di tensori covarianti o), € Ty (A), consideriamo la funzione &, : A — (E®F)* ad
esso associato. La derivata di &), ¢ una funzione D(&}) : A — L(E; (E®F)*) = (E®F+HD)* ¢ ci

permette di definire una sezione V(o) € Ti,1(A) = T1(A) @ TL(A):

V(ay) :p+— (p, D(a1)(p))

La sezione V(a},) si puo definire solo perché A ¢ un aperto di uno spazio affine A modellato su uno
spazio vettoriale E (di dimensione finita).

Per quanto riguarda le controimmagini f*(ay) e f*(V(ay)) attraverso una funzione f € C*(B; A),
si dimostra che:

o se k=0 allora V(o) = d(og) e per ogni f si ha f*(V(ay)) = V(f*(0));

e quando k > 0 ed f & una funzione affine, cioe D*(f) =0, V(f*(ai)) = f*(V(aw));

o quando k£ > 0 ed f non ¢ una funzione affine, in generale si ha V(f*(e})) # f*(V(ow)).

4.4.2 Campi di tensori covarianti simmetrici

Diciamo che campo di tensori ay, € TO(A) & simmetrico, e scriviamo ay € 8% (A), se e solo se

per ogni punto p € A si ha ai(p) € SP(T,(A)). Una definizione equivalente ¢ che la funzione
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a; 1 X(A)¥ — C*(A4;R), che & multilineare per le strutture di C*°(A4;R)-modulo, sia simmetrica.
Se consideriamo due campi di tensori simmetrici a, € SY(A) e B, € SY(A), in generale il campo di

tensori &, ® B, non ¢ simmetrico, ma possiamo simmetrizzarlo e definire il prodotto simmetrico

a, OB, :p— a,(p) ©B.(p)

L’operazione di prodotto simmetrico ® : SY(A) x SY(A) — Sy, ,(A) & associativa, commutativa e
bilineare per le strutture di C*°(A; R)-modulo. Si dimostra facilmente che per ogni f € C*(A, B)

valgono le seguenti proprieta:
« [*(a) € 8}(A) per ogni & € §)(B);

o f{(Fia + Faay) = f(F1) f*(a1) + [*(F2) f*(a2) per ogni F1,F> € C*(B;R) e per ogni

01,09 € SQ(B%

o o, ©B8,)=f"(a,) O f(B,) per ogni a,. € TY(B) e per ogni B, € TYB).
4.4.3 Campi di tensori covarianti antisimmetrici (forme differenziali)

Diciamo che campo di tensori ay, € Tv(A) ¢ antisimmetrico, e scriviamo ay, € QF(A), se e solo se
per ogni punto p € A si ha a;(p) € A)(T,(A)). Una definizione equivalente ¢ che la funzione ay
X(A)F — C*(4;R), che & multilineare per le strutture di C*°(A;R)-modulo, sia antisimmetrica.

I campi di tensori ay, € QF(A) vengono detti k-forme differenziali ed il numero k viene detto
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grado della forma differenziale. Se consideriamo due forme differenziali ;. € Q"(A) e B, € Q2°(A),
in generale il campo di tensori a,, ® B, non ¢ antisimmetrico, ma possiamo antisimmetrizzarlo e

definire il prodotto esterno
a, AB,:p— a.(p) AB,(p)

L’operazione di prodotto esterno A : Q7(A) x Q°(A) — Q" (A) ¢ associativa e bilineare per le
strutture di C*°(A4;R)-modulo. In generale, il prodotto esterno non ¢ commutativo, ma 8 A a, =

(=1)"*a, A B,. Si dimostra facilmente che per ogni f € C*(A, B) valgono le seguenti proprieta:
. se a; € QF(B) allora f*(ay) € QF(A).

o [f(Frar + Faas) = f*(F) f*(au) + [7(F2) [*(aw) per ogni Fi, [5 € C*(B;R) e per ogni
a;, a; € Q(B);

o fflarANB,) = f"(a,) N f*(B,) per ogni a, € Q'(B) e per ogni B, € Q°(B).
1l differenziale esterno di una k—forma ay, € QF(B) viene definito come la (k 4 1)-forma
d(ay) = (k+1)A(V(ew)) € Q"(B)

Osserviamo che ay, : p — (p, &y(p)), che V(ay) : p — (p, D(é,)(p)), che V(a) € QYB)2QM(B)
e che d(ay) =p— (p, (k+ 1)A(D(é&)(p)) ) € Q(B).

Si dimostra facilmente che:
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per ogni ay, € QF(B) si ha d(d(ay)) = 0;

per ogni ay, B, € QF(B) si ha d(ay, +B,) = dlay,) + d(B,);

per ogni a,. € 2'(B) e per ogni B_ € °(B) si ha d(a,, AB,) = d(a,) A B, + (—1)"a, Nd(B,);

per ogni f € C*(A; B) e per ogni 8, € QF(B) si ha fd(B,)) =d(f(B,)) € QFrLA).

Le k-forme ay, € QF(B) tali che d(a;) = 0 vengono dette k—forme chiuse. Le k—forme esatte
sono le k-forme oy, € QF(B) tali che esista una (k — 1)-forma B, | € Q" Y(B) per cui ay, =
d(B, _,). La (k—1)-forma 8, | non ¢ unica perché per ogni forma chiusa o;_; € Q" Y(B) si ha

d(ékfl +0op1) = d(gkq) +d(gy-1) = d(ék71) = .

Si dimostra che vale il Lemma di Poincaré: ogni forma chiusa e localmente esatta. Tradotto in
un linguaggio pitt matematico: se ay, € QF (B) ¢ chiusa allora per ogni punto p € B esistono un
intorno aperto U C B di p ed una forma 3, | € QF1(U) tale che' d(B, _,) = aily. Se l'aperto B
e semplicemente connesso allora si puo supporre sempre che sia U = B. In caso contrario ’aperto
U C B piu grande possibile dipende dalla topologia di B (numero e dimensione dei buchi) e dalla

forma a,.

4La dimostrazione la vedremo pill avanti nel contesto pill generale della formula di omotopia.
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5 Sottovarieta di uno spazio affine

Dato uno spazio affine A, modellato su di uno spazio vettoriale E di dimensione n, possiamo con-
siderare alcuni sottoinsiemi speciali di A che chiameremo sottovarietd differenziabili (di classe C*)
di A. Le sottovarieta che studieremo sono le sottovarieta aperte, le sottovarieta chiuse, le sotto-
varieta con bordo e le sottovarieta di sottovarieta. Le sottovarieta sono oggetti che generalizzano
le curve differenziabili in R? che sono dotate in ogni punto di retta tangente, le superfici di R? che
sono dotate in ogni punto di piano tangente oppure le ipersuperfici di R* che in ogni punto hanno
iperpiano tangente.

Le sottovarieta aperte di A sono semplicemente i sottoinsiemi aperti di U C A. Sulle sottovarieta

aperte di A possiamo ripetere tutto quello che abbiamo visto fino ad ora.

5.1 Sistemi di coordinate cartesiane su uno spazio affine

Ricordiamo che un riferimento (orientato) in uno spazio affine A modellato su di uno spazio vetto-
riale reale E, di dimensione n, & una coppia (O, (€1,...,€,)) € A x B(E). Il punto O € A viene
detto origine del riferimento mentre la base (€y,...,€,) € B(E) ¢ la base associata al riferimento.

La funzione 1 : R — A definita da ¢ (z!,...,2") = O + 2" €; & una funzione affine e biiettiva.
La funzione inversa ¢ = 1~1 : A — R" ¢ definita da: ¢(P) = (¢}(P — 0),...,€"(P — 0)) ed &

anch’essa una funzione affine. Gli n numeri reali ' = €'(P — O) sono le coordinate cartesiane del
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punto P € A rispetto al riferimento (O, (€1,...,€,)) e la funzione p : A — R" viene detta sistema
di coordinate cartesiane sullo spazio affine A.

Dati due sistemi di coordinate cartesiane (A, 1) e (A, 2) su uno spazio affine A, possiamo
definire i due isomorfismi affini @91 = @0 (1)1 R" — R" e 13 = 10 (o)~ : R" — R che

sono uno l'inverso dell’altro:

P12 © (o1 = id,, e a1 © 12 = id,,

Gli isomorfismi affini 91 : R” — R" e 15 : R” — R" vengono detti trasformazioni di coordinate

cartesiane ed il diagramma

®1 2]

P12
//\
RP<— =R

Y21
¢ commutativo.
Le funzioni affini tra due spazi affini di dimensione finita sono funzioni polinomiali di primo grado:
hanno derivata prima costante e tutte le derivate di ordine superiore si annullano. Possiamo, quindi,

affermare che tutti gli isomorfismi affini considerati sono anche diffeomorfismi.
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Se consideriamo un terzo sistema di coordiante cartesiane (A, p3) si ha:
V32 0 Y91 = Y31 o equivalentemente ©13 O (P32 0 Y91 = id,,
e tutte le altre identita che ne conseguono. Il diagramma

A

R” P21 R" ©32 R"

\—/

©31

¢ commutativo.

Se consideriamo i sottoinsiemi di A definiti implicitamente da equazioni del tipo 2! =0, ..., 2" =

0, con 1 < k < n, dove le funzioni z', . .., 2* sono le prime k coordinate di un sistema di coordinate

cartesiane (2!, ..., 2") otteniamo tutti i sottospazi affini di A di codimensione k o dimensione n — k.

5.2 Sistemi di coordinate locali su aperti di spazi affini

Per definire le sottovarieta chiuse dobbiamo prima definire i sistemi di coordinate locali attorno ai

punti di uno spazio affine.
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Un sistema di coordinate locali attorno ad un punto p € A ¢ una coppia (U, ¢) dove U C A ¢ un
intorno aperto del punto p € A, ¢ & una funzione di classe C* a valori in R" tale che V' = p(U) C R"

sia un sottoinsieme aperto e che ¢ : U — V sia un diffeomorfismo.

A volte si preferisce, o conviene, definire i sistemi di coordinate come le coppie (V1) dove
V C R" & un sottoinsieme aperto, U = (V') € un intorno aperto del puntop e A ey : V — U &

un diffeomorfismo.

Le due definizioni sono equivalenti in quanto dato (U, ) basta considerare V = ¢(U) e 1) = ¢!

0, equivalentemente, dato (V1)) basta considerare U = ¢(V) e ¢ = L.

Dati due sistemi di coordinate locali (Uy, 1) e (Us, p2) attorno ad un punto p € A, l'intersezione
Ui = Uy NUsy # () & un intorno aperto del punto p. Le due immagini Wy = ¢1(Uys) C Vi = 1 (Uy)
e Wy = o(Ura) C Vo = o(Us) sono sottoinsiemi aperti di R”. Possiamo definire due diffeomorfismi

Vo1 = P20 (1)1 Wy — Wh e p19 = 1 0 (pa) "1 : Wy — W che sono uno l'inverso dell’altro:

P12 © P21 = idwl e P91 © P12 = id%

I diffeomorfismi o : Wi — W5 e 15 : Wy — W; vengono detti trasformazioni di coordinate ed
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il diagramma

¥1 P2

¢ commutativo

Se consideriamo un terzo sistema di coordinate locali (Us, p3) attorno al punto p € A, 'interse-
zione Ujgz3 = Uy NU; NU; # () € un intorno aperto del punto p. Le tre immagini Wy = ¢1(Uyas) C
Vi = o1(Uy), Wy = 03(Ura3) C Vo = 02(Us) e W3 = 3(U1a3) C V3 = 3(Us) sono sottoinsiemi aperti
di R". T diffeomorfismi ¢;; = p; o (p;)~! : W; — W, sono ben definiti e soddisfano alle identita

Orj © Qji = Pri 0, equivalentemente, Pir © Prj © Yji = isz. = Pii-
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Il diagramma

Uias
®1 0o ©3
e ——
P31

¢ commutativo.

Le coordinate associate ad un sistema di coordinate (U, ) sono le n funzioni di classe z' €
C>®(U;R) definite da ' = pr; o p. Molte volte il sistema di coordinate (U, ) verra indicato con
(U,z!,...,2"). Le n funzioni 2° : U — R sono (funzionalmente) indipendenti nel senso che i loro
differenziali sono linearmente indipendenti o, equivalentemente, la n—forma d(z') A ... A d(z") &

diversa da 0 in tutti i punti dell’aperto U.

Il teorema del rango ci permette di costruire sistemi di coordinate a partire un numero minore
di n di funzioni indipendenti. Consideriamo & funzioni ', ..., 2% € C>®(U,R), dove U & un intorno
aperto del punto p e 1 < k < n. Se le k funzioni z',..., 2" sono indipendenti nel punto p, cioe
se e solo se (d(z') A... A d(:ck))‘p # 0. Per continuita, esiste un intorno aperto U’ del punto p

tale che U’" C U e che le funzioni siano indipendenti in tutti i punti di U’. Quindi, la funzione
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f : U — RF definita da p — (2'(p),...,2"(p)) ha rango costante k. Il teorema del rango ci
permette di affermare che esistono un intorno aperto U” del punto p, con U” C U’, ed n — k funzioni
P e C°(U",R™) tali che d(xt) A ... Ad(2F) Ad(xFTY) AL A d(2™) # 0 in tutti i punti di
U”. Detto in un altro modo, (U”,z!, ..., 2% ¥ .. 2") & un sistema di coordinate locali attorno
al punto p. Indicando con g : U” — R"* la funzione definita da p — (2%*1(p),...,2"(p)), che

ha rango costante n — k, il seguente diagramma

f.9 _
U" (f.9) Rk x R k
f p1ry
Rk
¢ commutativo
Ovviamente, assegnate le k funzioni z!, ..., 2", esistono infinite scelte possibili per le funzioni
L

5.3 Sottovarieta (di classe C*) di uno spazio affine

Diciamo che un sottoinsieme S di uno spazio affine A, di dimensione n, € una sottovarieta di
codimensione k, o di dimensione n — k, se vale la seguente proprieta: per ogni punto p € S esiste

un sistema di coordinate (U, ¢) = (U, 2, ..., 2"), di classe C*, attorno a p tale che I'intersezione
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U = SNU sia il sottoinsieme di U in cui si annullano le prime k coordinate. Questo vuole dire
che U ¢ definito implicitamente dalle equazioni z' = 0, ..., 2" = 0. I sistemi di coordinate (U, p) di
questo tipo saranno detti sistemi di coordinate adattati alla sottovarieta S.

Definendo ¢ = ¢|5 si ha che V = @(U) pud essere identificato in modo naturale con un sot-
toinsieme aperto di R"* e la funzione ¢ : U — V & un omeomorfismo fra il sottoinsieme aperto
U C S ed il sottoinsieme aperto V C R"*. La funzione inversa ¢ = (¢)~' : V. — U fornisce una

gFH ™)

rappresentazione parametrica dei punti p di U con le coordinate (cartesiane standard) (

dei punti di V' C R"*,

Se consideriamo due sistemi di coordinate (Uy, 1) e (Us, p2) adattati alla sottovarieta S e tali

che Uy = U, N U, # () allora:

1. gli insiemi W, = @1(012) e Wy = @o(Uy) sono aperti di R" %,

2. le due funzioni @91 = Py 0 (gpl)_l : Wl — Wg e P13 = P10 (@2)_1 : Wg — Wl sSono

diffeomorfismi.

Per definire le sottovarieta analitiche reali bisogna chiedere che i sistemi di coordinate (U, ¢)
utilizzati siano analitici o, equivalentemente, che le coordinate 2’ : U — V siano funzioni analitiche.

In questo caso le funzioni @91 € @12 sono diffeomorfismi analitici.
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Se ora consideriamo un terzo sistema di coordinate (Us, ¢3) adattato alla sottovarieta S e tale

che

ﬁlggzﬁlﬂﬁgﬂﬁgzlflggﬂs#@

il diagramma

Uias
Y1 - 3
®2
P31

¢ commutativo.
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