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5.3.1 Proiezione stereografica per il cerchio S1

Consideriamo lo spazio R2 col solito prodotto scalare e consideriamo un cerchio CR di raggio r con

centro nell’origine. Utilizzando le coordinate cartesiane ortonormali (x, y) possiamo rappresentare

il cerchio CR come il luogo dei punti tali che

x2 + y2 = r2 (1)

Proiezione dal polo nord — Invece di utilizzare le coordinate cartesiane ortonormali (x, y) possiamo

introdurre delle nuove coordinate (r, xN ) definite da

r =
Ô

x2 + y2 (2)

xN = x
Ô

x2 + y2

≠y +
Ô

x2 + y2 (3)

La derivata della trasformazione di coordinate ÏN : (x, y) ‘≠æ (r, xN ) ha determinante

det(D(ÏN )) =
Ô

x2 + y2

≠y +
Ô

x2 + y2 (> 0) (4)

e, quindi, il dominio UN della trasformazione di coordinate ÏN è il sottoinsieme aperto di R2 tale che

≠y+
Ô

x2 + y2 > 0; l’aperto UN coincide con il piano R2 esclusa la semiretta chiusa {x = 0, y Ø 0}.

Il codominio di ÏN è VN = ÏN (UN ) = R+ ◊ R.
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La trasformazione inversa ÂN = (ÏN )≠1 : (r, xN ) ‘≠æ (x, y) è definita da

x = 2xN r
2

r2 + x2
N

(5)

y = ≠r
r

2 ≠ x
2
N

r2 + x2
N

(6)

La derivata della trasformazione di coordinate ÂN : VN ≠æ UN ha determinante

det
3
D

1
ÂN

24
= 2r

2

r2 + x2
N

(> 0) (7)

Col nuovo sistema di coordinate, il cerchio CR di raggio r si ottiene chiedendo che sia r = r e

la coordinata xN va bene per tutti i punti del cerchio diversi dal polo nord (0, r). Cioè: ŨN =

UN fl CR = CR \ {(0, r)} e ṼN = R.

Proiezione dal polo sud — Invece di utilizzare le coordinate cartesiane ortonormali (x, y) possiamo

introdurre delle nuove coordinate (r, xS) definite da

r =
Ô

x2 + y2 (8)

xS = x
Ô

x2 + y2

y +
Ô

x2 + y2 (9)

La derivata della trasformazione di coordinate ÏS : (x, y) ‘≠æ (r, xS) ha determinante

det(D(ÏS)) = ≠
Ô

x2 + y2

y +
Ô

x2 + y2 (< 0) (10)
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e, quindi, il dominio US della trasformazione di coordinate ÏS è il sottoinsieme aperto di R2 tale che

y +
Ô

x2 + y2 > 0; l’aperto US coincide col piano R2 esclusa la semiretta chiusa {x = 0, y Æ 0}. Il

codominio di ÏS è VS = ÏS(US) = R+ ◊ R.

La trasformazione inversa ÂS = (ÏS)≠1 : (r, xS) ‘≠æ (x, y) è definita da

x = 2xSr
2

r2 + x2
S

(11)

y = r
r

2 ≠ x
2
S

r2 + x2
S

(12)

La derivata della trasformazione di coordinate ÂS : VS ≠æ US ha determinante

det
3
D

1
ÂS

24
= ≠ 2r

2

r2 + x2
S

(< 0) (13)

Col nuovo sistema di coordinate, il cerchio CR di raggio r si ottiene chiedendo che sia r = r e

la coordinata xS va bene per tutti i punti del cerchio diversi dal polo nord (0, ≠r). Cioè: ŨS =

US fl CR = CR \ {(0, ≠r)} e ṼS = R.
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Gli insiemi W̃N = Ï̃N (UNS) e W̃S = Ï̃S(UNS) coincidono con l’aperto Rú = R \ {0} di R. La

trasformazione di coordinate Ï̃SN : xN ‘≠æ xS e la trasformazione inversa Ï̃NS : xS ‘≠æ xN sono

definite da

xS = r
2

xN

, xN = r
2

xS

(14)

hanno determinante negativo e sono di�eomorfismi di Rú che non cambiano il segno del numero

reale.

5.3.2 Proiezione stereografica per la sfera S2

Consideriamo lo spazio R3 col solito prodotto scalare e consideriamo una sfera SR di raggio r con

centro nell’origine. Utilizzando le coordinate cartesiane ortonormali (x, y, z) possiamo rappresentare
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la sfera SR come il luogo dei punti tali che

x2 + y2 + z2 = r2 (15)

Proiezione dal polo nord — Invece di utilizzare le coordinate cartesiane ortonormali (x, y, z) possia-

mo introdurre delle nuove coordinate (r, xN , yN ) definite da

r =
Ô

x2 + y2 + z2 (16)

xN = x
Ô

x2 + y2 + z2

≠z +
Ô

x2 + y2 + z2 (17)

yN = y
Ô

x2 + y2 + z2

≠z +
Ô

x2 + y2 + z2 (18)

La derivata della trasformazione di coordinate ÏN : (x, y, z) ‘≠æ (r, xN , yN ) ha determinante

det(D(ÏN )) = ≠ x2 + y2 + z2

(≠z +
Ò

x2 + y2 + z2)2 (< 0) (19)

e, quindi, il dominio UN della la trasformazione di coordinate ÏN è il sottoinsieme aperto di R3

tale che ≠z +
Ô

x2 + y2 + z2 > 0; l’aperto UN coincide con lo spazio R3 esclusa la semiretta chiusa

{x = 0, y = 0, z Ø 0}. Il codominio di ÏN è VN = ÏN (UN ) = R+ ◊ R2.

La trasformazione inversa ÂN = (ÏN )≠1 : (r, xN , yN ) ‘≠æ (x, y, z) è definita da

x = r
2 r xN

r2 + x2
N

+ y2
N

(20)
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y = r
2 r yN

r2 + x2
N

+ y2
N

(21)

z = ≠r
r

2 ≠ (x2
N

+ y
2
N

)
r2 + x2

N
+ y2

N

(22)

La derivata della trasformazione di coordinate ÂN : VN ≠æ UN ha determinante

det
3
D

1
ÂN

24
= ≠ 4r

4

(r2 + x2
N

+ y2
N

)2 (< 0) (23)

Col nuovo sistema di coordinate, la sfera SR di raggio r si ottiene chiedendo che sia r = r e le

coordinate (xN , yN ) vano bene per tutti i punti della sfera diversi dal polo nord (0, 0, r). Cioè:

ŨN = UN fl SR = SR \ {(0, 0, r)} e ṼN = R2.

Proiezione dal polo sud — Invece di utilizzare le coordinate cartesiane ortonormali (x, y, z) possiamo

introdurre delle nuove coordinate (r, xS , yS) definite da

r =
Ô

x2 + y2 + z2 (24)

xS = x
Ô

x2 + y2 + z2

z +
Ô

x2 + y2 + z2 (25)

yS = y
Ô

x2 + y2 + z2

z +
Ô

x2 + y2 + z2 (26)

La derivata della trasformazione di coordinate ÏS : (x, y, z) ‘≠æ (r, xS , yS) ha determinante

det(D(ÏS)) = x2 + y2 + z2

(z +
Ô

x2 + y2 + z2)2 (> 0) (27)
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Col nuovo sistema di coordinate, la sfera SR di raggio r si ottiene chiedendo che sia r = r e le

coordinate (xS , yS) vano bene per tutti i punti della sfera diversi dal polo sud (0, 0, ≠r). Cioè:

ŨS = US fl SR = SR \ {(0, 0, ≠r)} e ṼS = R2.

La trasformazione inversa ÂS = (ÏS)≠1 : (r, xS , yS) ‘≠æ (x, y, z) è definita da

x = r
2 r xS

r2 + x2
S

+ y2
S

(28)

y = r
2 r yS

r2 + x2
S

+ y2
S

(29)

z = r
r

2 ≠ (x2
S

+ y
2
S
)

r2 + x2
S

+ y2
S

(30)

La derivata della trasformazione di coordinate ÂS ha determinante

det
3
D

1
ÂS

24
= 4r

4

(r2 + x2
S

+ y2
S
)2 (> 0) (31)

Col nuovo sistema di coordinate, la sfera SR di raggio r si ottiene chiedendo che sia r = r e le

coordinate (xS , yS) vano bene per tutti i punti della sfera diversi dal polo sud (0, 0, ≠r). Cioè:

ŨS = US fl SR = SR \ {(0, 0, ≠r)} e ṼS = R2.

Gli insiemi W̃N = Ï̃N (ŨNS) e W̃S = Ï̃S(ŨNS) coincidono con l’aperto (R2)ú = R2 \ {(0, 0)}

di R2. La trasformazione di coordinate Ï̃SN : (xN , yN ) ‘≠æ (xS , yS) e la trasformazione inversa

Ï̃NS : (xS , yS) ‘≠æ (xN , yN ) sono definite da

xS = r
2
xN

x2
N

+ y2
N

(32)
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yS = r
2
yN

x2
N

+ y2
N

(33)

e da

xN = r
2
xS

x2
S

+ y2
S

(34)

yN = r
2
yS

x2
S

+ y2
S

(35)

Calcolando i determinanti det(D(Ï̃SN )) e det(D(Ï̃NS)) si ha

det
1
D(Ï̃SN )

2
= ≠ r

4

(x2
N

+ y2
N

)2 (36)

det
1
D(Ï̃NS)

2
= ≠ r

4

(x2
S

+ y2
S
)2 (37)

da cui deduciamo che Ï̃SN , Ï̃NS œ Di�((R2)ú).

Introducendo i numeri complessi ’N = xN + i yN e ’S = xS ≠ i yS si ottiene

’S = r
2

’N

, ’N = r
2

’S

(38)

e da queste formule si deduce la struttura della sfera di Riemann.

5.3.3 Proiezione stereografica per la sfera S3

Consideriamo lo spazio R4 col solito prodotto scalare e consideriamo una sfera SR di raggio r con cen-

tro nell’origine. Utilizzando le coordinate cartesiane ortonormali (x, y, z, w) possiamo rappresentare
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la sfera SR come il luogo dei punti tali che

x2 + y2 + z2 + w2 = r2 (39)

Proiezione dal polo nord — Invece di utilizzare le coordinate cartesiane ortonormali (x, y, z, w)

possiamo introdurre delle nuove coordinate (r, xN , yN , zN ) definite da

r =
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (40)

xN = x
Ô

x2 + y2 + z2 + w2

≠w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (41)

yN = y
Ô

x2 + y2 + z2 + w2

≠w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (42)

zN = z
Ô

x2 + y2 + z2 + w2

≠w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (43)

La derivata della trasformazione di coordinate ÏN : (x, y, z, w) ‘≠æ (r, xN , yN , zN ) ha determinante

det(D(ÏN )) = (x2 + y2 + z2 + w2)3/2

(≠w +
Ò

x2 + y2 + z2 + w2)3 (> 0) (44)

e, quindi, il dominio UN della la trasformazione di coordinate ÏN è il sottoinsieme aperto di R4 tale

che ≠w+
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 > 0; l’aperto UN coincide con lo spazio R4 esclusa la semiretta chiusa

{x = 0, y = 0, z = 0, w Ø 0}. Il codominio di ÏN è VN = ÏN (UN ) = R+ ◊ R3.

La trasformazione inversa ÂN = (ÏN )≠1 : (r, xN , yN , zN ) ‘≠æ (x, y, z, w) è definita da

x = r
2 r xN

r2 + x2
N

+ y2
N

+ z2
N

(45)
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y = r
2 r yN

r2 + x2
N

+ y2
N

+ z2
N

(46)

z = r
2 r zN

r2 + x2
N

+ y2
N

+ z2
N

(47)

w = ≠r
r

2 ≠ (x2
N

+ y
2
N

+ z
2
N

)
r2 + x2

N
+ y2

N
+ z2

N

(48)

La derivata della trasformazione di coordinate ÂN ha determinante

det
3
D

1
ÂN

24
= 8r

6

(r2 + x2
N

+ y2
N

+ z2
N

)3 (> 0) (49)

Col nuovo sistema di coordinate, la sfera SR di raggio r si ottiene chiedendo che sia r = r e le

coordinate (xN , yN , zN ) vano bene per tutti i punti della sfera diversi dal polo nord (0, 0, 0, r). Cioè:

ŨN = UN fl SR = SR \ {(0, 0, 0, r)} e ṼN = R3.

Proiezione dal polo sud — Invece di utilizzare le coordinate cartesiane ortonormali (x, y, z, w)

possiamo introdurre delle nuove coordinate (r, xS , yS , zS) definite da

r =
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (50)

xS = x
Ô

x2 + y2 + z2 + w2

w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (51)

yS = y
Ô

x2 + y2 + z2 + w2

w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (52)

zS = z
Ô

x2 + y2 + z2 + w2

w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 (53)
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La derivata della trasformazione di coordinate ÂS : (x, y, z, w) ‘≠æ (r, xS , yS , zS) ha determinante

det(D(ÂS)) = ≠ (x2 + y2 + z2 + w2)3/2

(w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2)3 (< 0) (54)

e, quindi, il dominio US della la trasformazione di coordinate ÏS è il sottoinsieme aperto di R4 tale

che w +
Ô

x2 + y2 + z2 + w2 > 0; l’aperto US coincide con lo spazio R4 esclusa la semiretta chiusa

{x = 0, y = 0, z = 0, w Æ 0}. Il codominio di ÏN è VS = ÏS(US) = R+ ◊ R3.

La trasformazione inversa ÂS = (ÏS)≠1 : (r, xS , yS , zS) ‘≠æ (x, y, z, w) è definita da

x = r
2 r xS

r2 + x2
S

+ y2
S

+ z2
S

(55)

y = r
2 r yS

r2 + x2
S

+ y2
S

+ z2
S

(56)

z = r
2 r zS

r2 + x2
S

+ y2
S

+ z2
S

(57)

w = r
r

2 ≠ (x2
S

+ y
2
S

+ z
2
S
)

r2 + x2
S

+ y2
S

+ z2
S

(58)

La derivata della trasformazione di coordinate ÂS ha determinante

det
3
D

1
ÂS

24
= ≠ 8r

6

(r2 + x2
S

+ y2
S

+ z2
S
)3 (< 0) (59)

La sfera di raggio r si ottiene chiedendo che sia r = r e le coordinate (xS , yS , zS) vanno bene per

tutti i punti della sfera di raggio r diversi dal polo sud (0, 0, 0, ≠r). La trasformazione di coordinate

Ï̃SN : (xN , yN , zN ) ‘≠æ (xS , yS , zS) e la trasformazione inversa Ï̃NS : (xS , yS , zS) ‘≠æ (xN , yN , zN ) sono
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definite da

xS = r
2
xN

x2
N

+ y2
N

+ z2
N

(60)

yS = r
2
yN

x2
N

+ y2
N

+ z2
N

(61)

zS = r
2
zN

x2
N

+ y2
N

+ z2
N

(62)

e

xN = r
2
xS

x2
S

+ y2
S

+ z2
S

(63)

yN = r
2
yS

x2
S

+ y2
S

+ z2
S

(64)

zN = r
2
zS

x2
S

+ y2
S

+ z2
S

(65)

Gli insiemi W̃N = Ï̃N (ŨNS) e W̃S = Ï̃S(ŨNS) coincidono con l’aperto (R3)ú = R3 \ {(0, 0, 0)} di R3.

Calcolando i determinanti det(D(Ï̃SN )) e det(D(Ï̃NS)) si ha

det
1
D(Ï̃SN )

2
= ≠ r

6

(x2
N

+ y2
N

+ z2
N

)3 (66)

det
1
D(Ï̃NS)

2
= ≠ r

6

(x2
S

+ y2
S

+ z2
S
)3 (67)

da cui deduciamo che Ï̃SN , Ï̃NS œ Di�((R3)ú).
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