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10 Campi di tensori covarianti

I campi di tensori k—volte covarianti su un aperto U C M di una varieta M sono le sezioni del fibrato
TR(U), cioe: le funzioni @ : U — TP(U) tali che my o ¢ = idy. Ricordiamo che, come per tutti i
fibrati vettoriali, esistono sezioni globali di classe C™.

L’insieme delle sezioni di classe C> di T (M) verra indicato con T5(M). Per convenzione, definiamo
To(M) = Q°(M) e TVUM) = Q' (M). Gli insiemi T (M) sono spazi vettoriali reali di dimensione
infinita che hanno anche una struttura di modulo sull’anello commutativo C*°(M;R).

11 prodotto tensoriale di due campi di tensori covarianti o, € TY(M) e B, € TY(M) ¢ il campo di
tensori @, ® B, € TV, (M) definito da:

a, @B :pr— a,(p) ® B (p)

I1 prodotto tensoriale risulta essere una funzione bilineare per le strutture di moduli sull’anello com-

mutativo C*°(M;R) e, quindi, anche per le strutture di spazi vettoriali di dimensione infinita su
R.

I moduli 79(M), con k > 1, sono isomorfi alle potenze tensoriali k—esime di C*°(M;R)-moduli
(Q1(M))*F = (X(M)")™" = (X(M)*F)".

L’operazione a, ® B coincide col prodotto tensoriale @ : (X(M)*)*" x (X(M)*)** — (X(M)*)2lr+s),
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Data una funzione f € C>®(M, N) possiamo estendere le definizioni di f* : QY(N) — QY(M) e di
5 QY N) — Q' (M) ad una funzione f* : TL(N) — TH(M), con k > 1. Per ogni @ € TH(N)

definiamo la controimmagine f*(o) imponendo che

(f*(g))(p) : (617 SRR 61@) — Q(f(p))(Tp(f)(61)7 S 7Tp(f)(6k)) VP € M AN v(ﬁlv - 76k) € (TP(M))k

0, equivalentemente,

Si dimostra facilmente che per ogni f € C*°(M, N) valgono le seguenti proprieta:

o f[f(Fiay + Fhay) = f(F) [*(ay) + f*(F2) f*(a,) per ogni F1, Fy € C*(N;R) e per ogni
01,05 € 7’2(]\7);

e [, ®B) = f(a,) @ f(B,) per ogni a, € T)(N) e per ogni B_€ TI(N).

Quando f € C*(M; N) ¢ un diffeomorfismo, il seguente diagramma,

TR(f)
TO(M) : TY(N)
(o) ™ TN a
M N
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¢ commutativo e le due frecce orizzontali sono dei diffeomorfismi. Possiamo costruire la funzione
fo: TUM) — TL(N) definendo 'immagine f,(w) come f,(w) = TP (f)owo f~1 o, equivalentemente,
definiamo f, = (f~1)*.

Quando k > 1 ci sono due sottomoduli molto importanti di T(M): il sottomodulo dei campi di
tensori simmetrici SY(M) ed il sottomodulo dei campi di tensori antisimmetrici QF(A7). In manie-
ra analoga a quanto visto in [%], le controimmagini di campi di tensori covarianti simmetrici (risp.
antisimmetrici) sono campi di tensori covarianti simmetrici (risp. antisimmetrici).

Per il momento non é ancora possibile definire derivate di campi di tensori covarianti.

10.1 Campi di tensori covarianti simmetrici

Diciamo che campo di tensori o, € T (M) & simmetrico, e scriviamo a;, € S) (M), se e solo se
per ogni punto p € M si ha a,(p) € SY(T,(M)). Una definizione equivalente ¢ che la funzione
ay : X(M)F — C>®(M;R), che é multilineare per le strutture di C>°(M;R)-modulo, sia simmetrica.
Se consideriamo due campi di tensori simmetrici o, € SY(M) e B, € SY(M), in generale il campo di

tensori o, ® BS non é simmetrico, ma possiamo simmetrizzarlo e definire il prodotto simmetrico

a, OB :pr— a,(p) © B (p)

L operazione di prodotto simmetrico ® : SY(M) x S M) — 8P, (M) é associativa, commutativa

e bilineare per le strutture di C*°(M; R)-modulo. Si dimostra facilmente che per ogni f € C*(M, N)
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valgono le seguenti proprieta:
o [*(o) € S)(M) per ogni o € S)(N);

o [*(Floy + Fho,) = f*(F) f*(ay) + [*(F) f*(g,) per ogni Fi, F» € C°(N;R) e per ogni
0,0, € S)(N);

o [, ©B) = f(e.) © f*(B,) per ogni @, € S)(N) e per ogni B, € SY(N).

Per il momento non ¢é ancora possibile definire derivate di campi di tensori covarianti simmetrici.

10.2 Campi di tensori covarianti antisimmetrici (forme differenziali)

Diciamo che campo di tensori o, € TO(M) & antisimmetrico, e scriviamo o, € QF(M), se e solo se
per ogni punto p € M si ha ay(p) € AY(T,(M)). Una definizione equivalente & che la funzione o :
X(M)k — C*(M;R), che & multilineare per le strutture di C>°(M;R)-modulo, sia antisimmetrica.
[ campi di tensori o, € Qk(M ) vengono detti k-forme differenziali ed il numero k viene detto grado
della forma differenziale. Se consideriamo due forme differenziali o, € Q" (M) e B € °(M), in
generale il campo di tensori o, ® gs non € antisimmetrico, ma possiamo antisimmetrizzarlo e definire

il prodotto esterno

o, ANB, :p— a.(p) AB,(p)
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L’operazione di prodotto esterno A : Q"(M) x Q°(M) — Q" (M) ¢ associativa e bilineare per le
strutture di C*°(M;R)-modulo. In generale, il prodotto esterno non é commutativo, ma 8 A a, =

(=)™, A B,. Si dimostra facilmente che per ogni f € C>°(M, N) valgono le seguenti proprieta:
e se oy € QF(N) allora f*(a;,) € QF(M).

o f*(Fay + Fray) = f*(I) f*(ay) + f*(F2) f*(ay) per ogni Fi, F, € C*°(N;R) e per ogni
oy, a, € QF(N);

o [, AB,) = f*(a,) A f*(B,) per ogni a, € Q'(N) e per ogni B € Q*(N).

Per definire il differenziale esterno di una k-forma ay, € QF(M) possiamo procedere come segue.
In una carta ¢ = (U, ¢) di M possiamo definire il differenziale esterno d() (e |vr) € Q" (U), associato

alla carta c, con la formula
dio (o lv) = ¢"(d (es(aylv)))

Se consideriamo due carte ¢; = (Uy, 1) e ¢ = (Us, o) tali che Uy = Uy N Uy # 0, le k + 1-forme

d(e,) (@]v,) € die,) (]o,,) coincidono. Infatti si ha

(02)«(die) (Qilvn)) = (02)-((02)"(d ((01)(Q]1,))))
= (22):(((01) sld ((1)+(@i]n))))
= (p21)(d ((1)(apv,)))
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= d((p2)«((01)(]v,)))
= d((p2)(aylv.,))
= (2)«(d(ey) (@]rr,))
Questo ci assicura che esiste un’unica k+ 1-forma d (a;.) € Q" (M) tale che per ogni carta ¢ = (U, @)
di M sia
(d (a)lv = die) (elv)
La k + 1-forma d (o) € Q¥ (M) cosi definita ¢ il differenziale esterno della k—forma o, € QF(M).

Si dimostra facilmente che:
e per ogni o, € QF(M) si ha d(d(ay.)) = 0;
e per ogni oy, B, € QF(M) si ha d(a, +B,) = d(ay,) +d(B,);
e per ogni e, € Q'(M) e per ogni B, € Q°(M) si had(a, AB,) =d(a,) NB, +(—1)"a, Nd(B);
e per ogni f € C*(N; M) e per ogni B, € QF(M) si ha fd(B,) =d(f*(B,)) € QFL(N).
Le k-forme a, € QF(M) tali che d(ay;,) = 0 vengono dette k—forme chiuse. Le k—forme esatte sono

le k-forme oy, € QF(M) tali che esista una (k — 1)-forma B, | € QFY(M) per cui o, = d(B,_,)- La

(k—1)-forma B, | non & unica perché per ogni forma chiusa g, _; € Q" 1(B) si ha dB, [ +ai1)=

d(B,_,) +dlg,_1) =d(B,_|) = a.
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Si dimostra che vale il Lemma di Poincaré: ogni forma chiusa ¢ localmente esatta. Tradotto in
un linguaggio pit matematico: se o € ok (M) ¢ chiusa allora per ogni punto p € M esistono un

intorno aperto U € M di p ed una forma 8, | € QF1(U) tale che? d(8 = a;ly. Se la varieta

1)
M ¢ semplicemente connessa allora si puo supporre sempre che sia U = M. In caso contrario 'aperto
U C M piu grande possibile dipende dalla topologia di M (numero e dimensione dei buchi) e dalla

forma ay.

Esempio 10.1. [differenziale esterno di funzionil

ata una carta ¢ = L) = . ....x2™) di M, 'immagine o, = f o o ! di una funzione
Dat ta ¢ U, Uxzxl,...,2™) di M, 1 I'd f
f € C*®(U,R) viene normalmente indicata con f(z!,...,2™). Le 1-forme (dz?,...,d2™) sono una
base del C>®(U, R)-modulo libero Q'(U) e il differenziale d f & rappresentato dalla seguente 1-forma

su (U) CR™

0. (d f) = 0if(x)da’ dove Oif(x) = &L‘ (x) (8)

Esempio 10.2. |differenziale esterno di 1-forme|

Una 1-forma a € ©'(U) viene rappresentata dalla seguente 1-forma su p(U) C R™

pu(a) = aj(x)da’

3La dimostrazione la vedremo piu avanti nel contesto pitl generale della formula di omotopia.
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ed il differenziale esterno d « € rappresentato dalla seguente 2-forma su p(U) C R™
o.(da) = doj(z) ANda'
= Opai(x)da® Ada
= 3 (8;&@(:1:) — aiozk(a:)) da® A dat 9)
= ((9kozi(a:) — @ak(:r:))d:ck ®dx
= 2A(6koz,'(x) daz* @ dxi)

Esempio 10.3. [differenziale esterno di 2-forme|

Una 2-forma a € Q?(U) viene rappresentata dalla seguente 2-forma su o(U) C R™
oi(a) = aps(x)da” @ da’ = a,4(x) A(dxr ® d::f;s) = Lay,(z)da” Nda®

dove i coefficienti a4 sono antisimmetrici, cioe: aj.q = a;. Il differenziale esterno d ac ¢ rappresentato

dalla seguente 3-forma su p(U) C R™

plda) = 3day(z)Nda" Ndz® (10)
= %81-04,,.5(55)03337: ANdx" Ndax® (11)
= %3[1%5] (z)dz' Adz" Adaz® (12)
— %(@iam(m) + Osavi- () + 8Tozsi(x)) dr' Ndax" Ndax® (13)
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— (61-@7,3(@ + Osavp () + 8rcv8i(;v)> de'®da" @ dax (14)
Ricordiamo che, essendo i coefficienti «,.; antisimmetrici, si ha:
Oji0ng) = %(@-am(a?) + By () + ar%-(x))
Inoltre, essendo da' Adx" Adz® = 6A(dx' @ da" ® dz*), dalla (11) si ottiene

po(da) = 3A(O0p(x) du’ @ da’ @ d o)

Esempio 10.4. |differenziale esterno di 3-forme]

Una 3-forma o € Q3(U) viene rappresentata dalla seguente 3-forma su ¢(U) C R™

pi(a) = apgu(r)da” @da’ @ dz" = aygy(x) A(dmr Rdx’ & d:z:“) = %amu(x) dx" Ndx® Ndz"

dove 1 coefficienti a,.g, sono antisimmetrici, cio¢: g = Qg Il differenziale esterno d ac ¢ rappre-
sentato dalla seguente 4-forma su p(U) C R™
p(da) = tdogs(z) Nda" ANda® Ada"
= % Oiysu(x)da' Ndx" Ndx® Adax*
= % i) () de' Ndz" ANdz® ANdz!

- ﬁ (@amu(x) — Oy Qirs() 4+ Osuyir () — &ozsm(.r)) de' Ndx" Ndx® ANdzt (18
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= (&-ozrsu(a:) — Oyirs () + Osuyir () — arozsm(x)) dr'@dz" @ da® @ dx" (19)
Ricordiamo che, essendo i coefficienti «,., antisimmetrici, si ha:
Oittrsn) = 5 (Ditrsal®) = Ducrins(2) + Dy0iy () = Dyrgui() )
Inoltre, essendo dx' Adx" ANdx* Ndx" = 24A(da' @ da” @ da® @ dx*), dalla (16) si ottiene

p«(da) = 4A <8l-ozr5u(x) dr'@dx" Qdx®® da:“)

Esempio 10.5. |differenziale esterno di k-forme|

Una k-forma a € QF(U) viene rappresentata dalla seguente k-forma su p(U) C R™
ol@a) =y (2)d2"®...Qdx™ = oy, () A(d R .. ®dm”’> = %QTI._.Tk(x) dx™ N...Ndzx"™*

dove i coefficienti ;.. sono antisimmetrici, cioe: ap.,. ., = ap .. Il differenziale esterno da ¢

rappresentato dalla seguente (k + 1)-forma su o(U) C R™

pu(da) = Ldoy, ,(x)Ada" AL Ada (20)
= Lo, () dat Ada" AL Ada" (21)
= Loua, pa(x)dat Ada" AL A da" (22)
= (k+1)0;au, () A(d:z:i ®drz"®...® d:z:”“) (23)
= (k+ 1)A(8Z~ozr1mrk(x) de'®ds"®...® da:””“) (24)
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10.3 Forme orizzontali su varieta fibrate

Lo spazio dei vettori verticali V,(Y") di una varieta fibrata (Y, 7, M) in un punto p € Y, ha uno spazio
duale V;D*(Y) che non ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio cotangente 17 (Y), ma ¢é isomorfo allo
spazio quoziente T (Y)/(V,(Y))? dove (V,(Y))® C T, (Y) & 'annullatore del sottospazio vettoriale
Vo(Y). Questo tipo di ragionamento si trasferisce a livello di C*°(Y,R)-moduli: il modulo duale
Xy (Y)* ¢ isomorfo al modulo quoziente X(Y)*/(Xy(Y))°. 1l modulo X(Y)* coincide col modulo
Q'(Y) e definiamo il sottomodulo Q;(Y) = (X (Y))° € QYY) delle 1-forme orizzontali su'Y .
Dalla definizione si deduce che una 1-forma 3 € QI(U ) @ orizzontale se e solo se per ogni campo

di vettori 5 € Xy(Y) si ha é’ 1 B = 0. Rappresentando la 1-forma 3 attraverso un qualunque sistema

di coordinate fibrate ¢ = (U, 2, y') si ha:
é == /BO—(ZEM, yZ) dSCU

Il concetto di orizzontalita si puo estendere ai campi di tensori k volte covarianti 8, € TUY)
richiedendo che la funzione multilineare 3, : X(Y)* — C>(Y,R) si annulli ogni volta che uno degli
argomenti € un campo di vettori verticali. Rappresentando il campo di tensori Qk in coordinate fibrate,

si ha sempre

ék‘ - BglmUl (:CH’ yl) Az @ -+ @ dx*
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Il differenziale esterno d@ di una 1-forma orizzontale 8 € QL(Y) non € necessariamente una 2-
forma orizzontale. Il differenziale esterno d3 ¢ orizzontale se e solo se 8 € 7 (Ql(M )) Analogamente,

il differenziale esterno d@, di una k-forma orizzontale 8, € ﬂ]; (V) & orizzontale se e solo se 3, €

11 Connessioni su varieta fibrate

Abbiamo visto che in ogni punto p € Y dello spazio totale di una varieta fibrata c’é il sottospazio
vettoriale V,(Y') C T,(Y") dei vettori verticali, ma non esiste un modo canonico di definire cosa sono
i vettori orizzontali nel punto p. Assegnare una connessione sulla varieta fibrata (Y, m, M) equivale
a definire in ogni punto p € Y un sottospazio vettoriale H, C T,(Y), dei vettori orizzontali nel
punto p, in modo tale che H, NV, (Y) = {0} e che H, ® V,(Y) = T,(Y). La restrizione della
mappa tangente della proiezione T, () al sottospazio vettoriale H,, ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali
T,(m)|m, « Hy — Trpy(M).

L’unione (necessariamente disgiunta) H = U,ey H, di tutti i sottospazi di vettori orizzontali deve
essere regolare nel senso che deve essere una sottovarieta di classe C* del fibrato tangente 7'(Y). In
particolare, H ¢ un sottofibrato vettoriale di classe C* del fibrato tangente T'(Y') e si ha: H®, V(YY) =
T(Y).
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Utilizzando coordinate fibrate, si vede che i vettori d,, € T),(Y") non sono necessariamente orizzontali’
e che la loro proiezione orizzontale sara D, = Oa—T" (z,y)0; € H,. La condizione di regolarita richiesta
equivale a chiedere che le funzioni I" (x, %) siano di classe C*.

Considerando una trasformazione di coordinate fibrate (z,y) — (2’ = ¢'(x),y’ = ®'(x,y)) si ha
D, = 0, — T (2,9)0;
= ﬁa(wlal(x))a(/x’ + ﬁa(Q/i/(xa ¥))0;
= 0 (@) + (08 (2,) ~ Th (2,00 (2,9)) 0}
= 0. (@) Dy + (T 1100 (2) + 0u®'" (2, ) = T (2,00 (2, ) ) 0

e le leggi di trasformazione dei coefficienti I, (x, y) per trasformazioni di coordinate fibrate si deducono

richiedendo che D, e D!, siano orizzontali, cioé che

ﬁa = a@/a/(x)ﬁl

a/
ovvero che valga l'identita

T2 (2), 4/ (2,9))a’® () + 0a9"" (2, y) — Th(2,9)0,®"" (z,y) = 0. (25)

4Se i campi di vettori (Oa) fossero orizzontali non ¢ detto che lo siano anche i campi di vettori (9.,,) perché, in generale,

8@/1"
lolined

£0
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Le leggi di trasformazione cosi ottenute per i coefficienti I, (z, ) sono di tipo affine. Questo vuole dire

che esiste un fibrato affine su Y le cui sezioni globali sono le connessioni sulla varieta fibrata (Y, 7, M).

FINE LEZIONE 13 MMdFC (2023-04-13 ore 14:00 — 16:00)
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