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Osservazione 1.1. [Moltiplicazioni a destra, a sinistra e mappa aggiunta su GL(n; R)]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

L, :x > a-x
R, :«x > T-a
Ad, :x s a-x-a "

dove - indica il prodotto di matrici e le matrici a ed  sono matrici quadrate n X n con determinante

diverso da 0.

Le mappe tangenti T, (L,) delle moltiplicazioni a sinistra L, sono funzioni lineari invertibili

T.(L,) : To(G) » Tho(G)

con funzioni inverse definite da

(Tx(La)>_1 =Toz (La—l)

In particolare, utilizzeremo abbastanza spesso le due famiglie di funzioni lineari biiettive

T\(L.) : T.(G) . Tu(G)
Tu(Lo-t) : Tu(G) . T,(G)

Osservazione 1.2. [Mappa tangente delle moltiplicazioni a sinistra su GL(n;R)]
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Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

T.(L,) :(z,v) > (a-x,a-0)
T.(Ly) :(1,v) > (a,a-v)
To(Lg-1) : (a,w) y (1,071 w)

dove - indica il prodotto di matrici, le matrici a ed x sono matrici quadrate n X n con determinante

diverso da 0, mentre le matrici v e w sono matrici quadrate n x n qualunque.

Analogamente, le mappe tangenti delle moltiplicazioni a destra R, sono funzioni lineari invertibili

To(R,) : To(G) N (e)

con funzioni inverse definite da

(Tx(Ra))_l =Tra (Rcrl)

Anche in questo caso, utilizzeremo abbastanza spesso le due famiglie di funzioni lineari biiettive

T.(R,) : T.(G)
To(Ro1) ¢ To(G)

=5
2 9

Osservazione 1.3. [Mappa tangente delle moltiplicazioni a destra su GL(n;R)]



Marco FERRARIS 11

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

T.(Ry) :(z,v) > (z-a,v-a)
T, (R, :(1,v) > (a,v-a)
To(Ry—1) :(a,w) y (1,w-at)

dove - indica il prodotto di matrici, le matrici a ed x sono matrici quadrate n X n con determinante

diverso da 0, mentre le matrici v e w sono matrici quadrate n x n qualunque.

Calcolando le mappe tangenti delle funzioni Ad, otteniamo

T, (Ad,) = T, (Lyo0 Ry

( )
( )

T,(Ady) = Ty (LgoRy1) = Ty1(Ly)oT, (Ry1)
( )

Per quanto riguarda la funzione ¢ : G — G, sappiamo che
tor=idg Vee G, m(ux),z) =1=m(z,(z))
Derivando queste identita si deduce che per ogni z € G si ha

Ty(t) o Tp(r) = idp e
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T (Ry) 0 Ty(t) + To(Ly) = 0
Tx(Rx—l) + Tx—l(Lx> o Tx<L) = 0

Siccome per ogni x € (G si ha

possiamo dedurre che per ogni x € G
T.(t) = =T, (Ry1)oT, (L) = —Ty(Ry-10L,1)
= —1 (L) o Te(Ryr) = —To(Lyr 0 Ry
ed, in particolare,

T1 (L) - _idTl(G)

Osservazione 1.4. [Mappa tangente dell'inversione|

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

TT(L) Z((L’,U) | > (x_l,—flj_l'?)'$_1)
T.(¢) :(1,v) > (1,—v)

dove - indica il prodotto di matrici, la matrice  ha determinante diverso da 0 e la matrice v ¢ una

matrice quadrata n x n qualunque.
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2 Campi di vettori invarianti

In questa sezione studieremo i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra o a destra.

2.1 Campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Un campo di vettori X e X(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a sinistra se per ogni g € G si ha
(Ly), (X) =X 0, equivalentemente, (L))" (X) =X

L’insieme dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra ¢ un sottospazio vettoriale X1 (G)
dello spazio vettoriale X(G).
Siccome (L), (X) = X se e solo se T(Ly) o X = X o L, per ogni z € G e per ogni g € G deve

valere l'identita

To(Ly)(X(2)) = X(g - )

Questa identita ci dice che se conosciamo il valore del campo invariante X € X £(G) in un punto x € G
allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € G. In particolare, X € X0(G) se e

solo se

Vge G,  X(g)=T(L)(X(1))
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Dato un vettore ¥ € T,(G) possiamo costruire un campo di vettori invariante a sinistra ¥ € X.(G)
ponendo

UL g+— T, (L,) (V)

I campo ¥ ¢ l'unico campo di vettori invariante per moltiplicazione a sinistra tale che il valore
nellidentita 1 € G sia il vettore ¥ € T,(G).

L’insieme X,(G) dei campi di vettori invarianti a sinistra su G risulta essere, quindi, un sottospazio
vettoriale di dimensione finita n = dim(G) dello spazio vettoriale di dimensione infinita X(G).

Siccome per ogni X,Y € X(G) e per ogni ¢ € G si ha

(L), ([X.Y]) = [(Ly), (X). (L), V)],

lo spazio vettoriale X1 (G) ¢ anche una sottoalgebra di Lie di dimensione finita dell’algebra di Lie di
dimensione infinita X(G). La struttura di algebra di Lie di X1(G) induce una struttura di algebra di

Lie sullo spazio tangente T, (G) con 'operazione definita da
v, W], =[v,,w,](1)

L’algebra di Lie g del gruppo G ¢ 'algebra di Lie (X1(G), [-,-]) dei campi vettoriali invarianti per
moltiplicazioni a sinistra, oppure 'algebra di Lie (T, (G), [, ], )-

Osservazione 2.1. [Costanti di struttura dell’algebra di Lie X (G)]
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Data una base ordinata (€i,...,€,) € B(T,(G)), possiamo estendere ogni vettore €; della base ad

un campo di vettori XZ := (€;), invariante per moltiplicazioni a sinistra sul gruppo G; ovviamente si
ha X;i(1) = &. I campi di vettori A; formano una base per lo spazio vettoriale X,(G) e calcolando i

commutatori dei campi di vettori XZ si ottiene
RSV
da cui si deduce che
[vixi, wjxj} = vichfj i
Le costanti cfj si chiamano costanti di struttura dell’algebra di Lie g = X1 (G) del gruppo G e, come

vedremo pill avanti, sono le componenti di un campo di tensori invariante per moltiplicazioni a sinistra.

Le costanti di struttura ij soddisfano a due identita fondamentali

cffj + c"ji = 2 c’(“l. ny =0 (antisimmetria)
chk etk 4k = 3 CZ[ins} =0 (identita di Jacobi)

che derivano direttamente dalle proprieta del commutatore di campi di vettori.

Ovviamente si ha

[éi, éj]L = ijek

k

[vléi,w]éjh — vzchijék
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Osservazione 2.2. |Costanti di struttura dell’algebra di Lie X(GL(n;R))|

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

U, rx > (z,2 - v).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

cl

— T _ . kas
L(m) - xkvsa r */Ekvsar

[6,,%,] = [rjo; 0}, alwi O]
= 29w — whp) 5°

@, ], = (vjwk — wiok)(],)

Gli n? campi di vettori

, )

a

=r— =2z 8a (9“ ® T}
b P ” b b
sono invarianti per moltiplicazioni a sinistra e formano una base per lo spazio vettoriale X7, (GL(n; R)).

I commutatori degli elemti della base sono

(Xe, X = X(@2)dT, — X (a5)d

S

—

= 20 U(@), — 2y (x})d
— 2569600 — 26y D"
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o a_car r_caa
— 5sxbac o 5bxsac
_gayr rys
- 55 )‘b o 51) >‘a
Se non ¢ strettamente necessario, nel caso di GL(n;R) continueremo a scrivere formule di “tipo ma-

triciale” e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici e

portano a formule inutilmente complicate.

Calcolando le immagini (R,). di un campo di vettori ¥, invariante per moltiplicazioni a sinistra si

ottiene

(Rg):(VL) = T(Ry) o U 0 Ryt = (ady-1(9))1



18 Appunti su gruppi di Lie e fibrati principali (versione preliminare 2023)

Osservazione 2.3. [Campi di vettori in ¥, € X;(GL(n;R))|
Con notazioni da prodotti di matrici possiamo dedurre che un campo di vettori ¥, si puo scrivere nel

seguente modo

v =t & ®2 =t ®£® =t 2@ &
p=tr(e@ue o | =tr|v@ @) =tr{ 5-01r8v

Posto Ry(z) =x-a=ysihax =y-a"! e possiamo scrivere formalmente

(R)-(#0)) ) = b
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B <0% 2y e (adal(1f>))

= (ady1(v)), ()

Ovviamente, questo modo di fare i calcoli ¢ da prendere con le molle, ma, facendo molta attenzione,

si puo fare.

2.2 Curve integrali dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Dato un vettore ¥ € T} (G) consideriamo una curva integrale 7 : t — (t), basata nell'identita 1 € G,

del campo vettoriale ¥, € X, (G). L’equazione a cui soddisfa la curva v ¢ la seguente

T 5,60) =L@ eon  20)=1.

Se 7 & una curva integrale del campo di vettori ¥, allora sappiamo che v, = (Ly)«(7) = L, 0y € una
curva integrale del campo di vettori (L,).(¥,) = U, e, quindi, la curva 7,(¢) ¢ una curva integrale
basata nel punto a € G.

In particolare, la curva v € un sottogruppo ad un parametro di G in quanto si ha

V(@) A7) = 1wy(T) =yt + 1) = (T + 1) = 1) (t) = (1) ()

La funzione « puo essere estesa a tutta la retta reale R e viene spesso indicata con y(t) = exp(t¥).

Tutti i campi di vettori ¥, € X,(G) sono completi.
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Attenzione! I sottogruppi ad un parametro di un gruppo di Lie G non sono necessariamente sot-
togruppi di Lie di G. L’esempio pitt semplice ¢ il gruppo di Lie abeliano G = T? = S' x S! in cui
i sottogruppi ad un parametro che non sono sottovarieta sono infinitamente di pitu di quelli che sono

sottovarieta.

Osservazione 2.4. [Curve integrali dei campi di vettori ¥, € X(GL(n;R))|

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha che
T.(GL(n;R)) = {1} x L(R";R") = L(R";R") = T} (R") = End(R") = gl(n;R).

Per ogni vettore ¥ = (1,v) € T, (GL(n;R)), la curva integrale massimale di ¥, basata nell’identita &

U, ix > (x, 2 - v).
vt > exp(tv)
Yo it > a - exp(tv)

dove exp : gl(n;R) — GL(n;R) ¢é la funzione esponenziale definita, come al solito, da
0k
exp(w) = Z Tl
k=0
La funzione esponenziale exp : gl(n;R) — GL(n;R) ¢ una funzione analitica reale la cui espressione

esplicita dipende dalla dimensione n attraverso il teorema di Hamilton—Cayley.
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Attenzione! In generale exp(v 4+ w) # exp(v) - exp(w), 'uguaglianza si ha solo quando il commu-

tatore [v,w] =v-w—w-v=0.

2.3 Campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

Un campo di vettori X e X(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a destra se per ogni g € G si ha
(R,), (X)=X o, equivalentemente, (Ry)* (X) =X

L’insieme dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra é un sottospazio vettoriale Xz(G)
dello spazio vettoriale X(G).

Siccome (R,), (X) = X se e solo se T(R,) o X = X o R,, per ogni = € G e per ogni g € G deve

*

valere l'identita

T,(Ry)(X(x)) = X(z - g)

Questa identita ci dice che se conosciamo il valore del campo invariante Xex r(G) inun punto z € G
allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € G. In particolare, Xex r(G) se e

solo se

VgeG,  X(g)=Ti(R)(X(1))
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Dato un vettore ¥ € T, (G) possiamo costruire un campo di vettori invariante a destra v € Xgr(G)

ponendo

Up:gr— Tl(Rg)(ﬁ)

I campo Ui & l'unico campo di vettori invariante per moltiplicazione a destra tale che il valore
nell'identita 1 € G sia il vettore ¥ € T, (G).

L’insieme Xz(G) dei campi di vettori invarianti a destra su G risulta essere, quindi, un sottospazio
vettoriale di dimensione finita n = dim(G) dello spazio vettoriale di dimensione infinita X(G).

Siccome per ogni X,Y € X(G) e per ogni g € G si ha

(Ry), (IX,Y]) = [(Ry), (X), (Ry), (V)]

lo spazio vettoriale Xz(G) ¢ anche una sottoalgebra di Lie di dimensione finita dell’algebra di Lie di
dimensione infinita X(G). La struttura di algebra di Lie di Xz(G) induce una struttura di algebra di

Lie sullo spazio tangente T’ (G) con l'operazione definita da
v, w]R - [61{7 wR](l)

Quando il gruppo G non ¢ abeliano, le algebre di Lie (X.(G), [, ]) e (Xr(G),[-,]) sono distinte,
ma isomorfe. In questo caso, le due operazioni di commutatore [-,-|, e [+, ], sono diverse, ma le due

algebre di Lie (T\(G), [-,],) e (T1(G), [, -],) sono naturalmente isomorfe. Per la dimostrazione basta
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osservare che si ha

per ogni v € T,(G).

Osservazione 2.5. [Commutatori fra campi di X7(G) e campi di Xz(G)]
Dalla proprieta commutativa L, o Ry, = Ry o L,, che vale per ogni a,b € G, si deduce che per ogni
campo di vettori ¥, € X1 (G), invariante per moltiplicazioni a sinistra, e per ogni campo di vettori

W, € Xp(G), invariante per moltiplicazioni a destra, si ha

[6L7 QBR] =0

Osservazione 2.6. [Costanti di struttura dell’algebra di Lie Xz(G)]

Data una base ordinata (€1, ..., €,) € B(T,(G), possiamo estendere ogni vettore €; della base ad un
campo di vettori g; := (€;), invariante per moltiplicazioni a destra sul gruppo G; ovviamente si ha
p;(1) = €;. 1 campi di vettori g; formano una base per lo spazio vettoriale Xz(G) e calcolando i

commutatori dei campi di vettori p; si ottiene

I 5]] = _ij Pr

k

dove le costanti ¢;; sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie g = X1(G) del gruppo G definite

in precedenza.
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Ovviamente si ha

_ k
= —Cj;

2.8

€, €jl, €l

Osservazione 2.7. [Campi di vettori appartenenti a Xp(GL(n; R))]
Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

U, x > (x,v - x).
ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

_ r_kAas
—Ukﬂjsar

T_jR (Q?) - Uka:s axr
S
[0, w,] = [vjaf 8 wiafd?]

o a..c a. .c\ .k b
- (wcvk_vcwk)xbaa

@, ], = (Wil —vpwk)(93),) = ~[8, ], = — [, —w),

Anche in questo caso, se non ¢é strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo
matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.
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Posto @, () = avkd

= xzvfgwg)ﬁg— w?mév%)ﬁg
I, I\3P

- x?(Uchg_wg”UP)aQ

= 0

Calcolando le immagini (L), di un campo di vettori ¥, invariante per moltiplicazioni a destra si

ottiene

(Lg)«(Uy) = T(Ly) 0¥, 0 Ly = (ady(v)),

(Ly)o(8,)) (@) = (T(Ly) 08, 0L, 1)(x)
— T(L,)(B,(Ly (1))
= Tya(Ly) (B9 @)
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— Ty (L) (T (Ry 1) (B)
= T.(Lyo Ry1,)(®)

— Ty(L,o Ry o Ry1)(%)
— Tu(Ryo0L,oR,)(®)
= (T.(R,

(
= (T(
(

Osservazione 2.8. |[Campi di vettori invarianti in Xz(GL(n;R))]

Con notazioni da prodotti di matrici possiamo dedurre che un campo di vettori Ug si puo scrivere nel

3 Bre ) =tr(c® 2 ®v) =t > ®vE
VR = (% T or = 1r Or v| =1r or () Z

Posto Ly(z) =a-x =y si hax =a"! y e possiamo scrivere formalmente

(L @G0) ) = v (5 @ve @)

seguente modo
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ORI

= tr{ —®a®¥®v®a Ky

dy

= ftr 2®(a v-a 1)®y
dy

= tr 2®(ad((v))®y
Jy !

= (ada(v)) (v)

Anche in questo caso, il modo di fare i calcoli ¢ da prendere con le molle, ma, facendo molta attenzione,

si puo fare.

2.4 Curve integrali dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

Dato un vettore ¥ € T, (G) consideriamo una curva integrale 7 : t — (t), basata nell'identita 1 € G,

del campo vettoriale ¥,, € X,_(G). L’equazione a cui soddisfa la curva « ¢ la seguente

D) 5,00 =T (R)@)  con  A0)=1.

Se v ¢ una curva integrale del campo di vettori ¥, allora sappiamo che 7y, = (Ry)«(7) = R, 0~ ¢ una
curva integrale del campo di vettori (R,).«(v,) = ¥, e, quindi, la curva 7,(t) ¢ una curva integrale

basata nel punto a € G.
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Dimostrazione. Se per ogni a € GG definiamo la curva v, = R, o 7, allora otteniamo

dy,(t)
dt

In particolare, la curva v ¢ un sottogruppo ad un parametro di G che coincide col sottogruppo ad un

parametro exp(t¥) ottenuto dal campo ¥,. Tutti i campi di vettori ¥, € X_(G) sono completi.

Osservazione 2.9. [Curve integrali di campi di vettori in Xp(GL(n; R))]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha che, per ogni vettore ¥ =

(1,

v) € T,(GL(n;R)), la curva integrale massimale di ¥, : * — (x,v - z) basata nellidentita ¢

> exp(tv).



Marco FERRARIS 29

e la curva integrale massimale basata nel punto a é:

Vo it > exp(tv) - a.

3 1-Forme invarianti
In questa sezione studieremo le 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra o a destra.

3.1 1-Forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Una 1-forma w € Ql(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a sinistra se per ogni g € G si ha
(Ly), (w) =w 0, equivalentemente, (L))" (w) =w

L’insieme delle 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra ¢ un sottospazio vettoriale Qi(G) dello
spazio vettoriale Q(G).

Siccome (L,)" (w) = w se e solo se T(L,)* ow = wo Ly, per ogni z € G e per ogni g € G deve
valere I'identita

w(z) =w(g- ) o Tu(Ly)

Questa identita ci dice che se conosciamo il valore della 1-forma invariante w € Qi(G) in un punto

x € G allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € GG. In particolare, w € Qi(G)
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se e solo se

Ve e G, w(r) =w(1)o T, (L)

Dato un covettore w € T;(G) possiamo costruire una 1-forma invariante a sinistra w € ﬂi(G)
ponendo

w gr—woTy (L)

Dimostrazione.

((Lg)" (w,)) () = ((T"(Ly)) " ow, o Ly) (x)
= (T"(Ly) " (w,(9-2))
= (Tu(Ly))(w, (g )
= w,(9-7)oTi(Ly)
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Calcolando la controimmagine (R,)” (w, ) otteniamo, invece,
(Ry)" (w,) = (woady),

Dimostrazione.

31
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= (woady), (2)
|
La 1-forma w, ¢ l'unica 1-forma invariante per moltiplicazione a sinistra tale che il valore nell’identita
1 € G sia il covettore w € T7(G). L'insieme Q! (G) delle 1-forme invarianti a per moltiplicazioni a
sinistra su G risulta essere, quindi, un sottospazio vettoriale reale di dimensione finita n = dim(G)

dello spazio vettoriale reale di dimensione infinita Q'(G).

Si vede immediatamente che che lo spazio vettoriale Qi(G) ¢ il duale dello spazio vettoriale X, (G).

Dimostrazione. La funzione lineare che mette in dualita separante Q2! (G) e X, (G) @

g » 9, (9)dw,(9)

e si ha

v,(9)dw, (9) = w, (9)(¥,(9))
= (woTy(Ly)) (Ti(Ly) (D))
= (woTy(Ly1)oTi(Ly)) (V)
= (woTi(Lg10Ly)) (V)

= w(v)



Marco FERRARIS 33

Osservazione 3.1. [1-forme invarianti in Qi(H ) per sottogruppi di Lie H C G|

Una proprieta molto importante delle 1-forme w € Qi(G) ¢ quella di essere restringibili ai sottogruppi

di Lie H C G del gruppo di Lie G (e, ovviamente, a tutte le altre sottovarieta di ). Indicando con

j : H — G l'iniezione canonica di H in G o, equivalentemente, la restrizione j = (idg)|,,.
Siccome la funzione j ¢ di classe C*, possiamo definire la restrizione w, € Ql(H ) imponendo

che sia w|, = j*(w). La 1-forma w, ¢ manifestamente invariante per moltiplicazione a sinistra per

elementi i € H e, quindi, si ha che w), € Qi(H) Ovviamente si puo avere w), € Qi(H) anche

quando w & Q! (G).

Osservazione 3.2. [1-forme invarianti in 2! (GL(n; R))]
Quando si suppone che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n; R), per ogni w € T*(GL(n; R)) = TH(R")

si ha?

W, T s (2w -2 ).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

. r =k s -1
gL—wkadzT—tr(w-az -daz)

2 Ricordiamo che T} (R™) & isomorfo a L(R™;R™) e che (L(R"™;R™))* pud essere identificato con L(R™; R") attraverso 'operazione (-)* associata alla

metrica naturale (A, B) — tr(Ao B) di L(R™;R"™).
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dove le Z¥ sono le componenti della matrice inversa della matrice z che ha come componenti le x%.

Infatti, calcolando la controimmagine (Ly)" (w,) otteniamo

(L) (w,) = (L) (tr(w-27" dux))
= tr(w-(g-2)""d(g-2))
= tr(w-a ' g g dux)
= tr(w-z ' da)

Calcolando la controimmagine (R,)" (w, ) otteniamo, invece,

(R) (w,) = (R (tr(eo- - da))
= tr(w-(z-g) " d(z-g))
= tr(weog o dag)
=t ((g-w-g ) o da)

= (ady(w)),

Anche in questo caso, se non ¢é strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo
matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.
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Osservazione 3.3. [1-forme invarianti in 2! (SO(3,R))]
Sul gruppo di Lie SO(3,R) consideriamo come coordinate gli angoli di Eulero (0, ¢, ) definiti come

si usa quando vengono studiati i moti giroscopici:

R(0,¢,¢) = R3() - R1(0) - R3(v) (1)

dove le matrici R1 (rotazioni intorno al primo asse) ed R3 (rotazioni intorno al terzo asse) sono definite

da

(1 0 0
Rl(e) = |0 cos(a) —sin(a) (2)
\0 sin(a) cos(a) /
(cos(8) —sin(B) 0)
R3(B) = |sin(8) cos(B) 0 (3)

\ 0 01)

La rotazione che fa passare dalla base fissa alla base solidale col corpo é quindi

R(0,¢,9) =
cos(¢) cos() — sin(¢) cos(f) sin(y)  — cos(¢) sin(¢)) — sin(¢) cos(f) cos(y) ~ sin(¢) sin(6)
sin(¢) cos(1)) + cos(¢) cos() sin(1)) — sin(¢) sin(z)) + cos(¢p) cos(8) cos(r)) — cos(¢)sin(6) | (4)
sin(#) sin(v)) sin(#) cos() cos(6)
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Le matrici (4) sono la restrizione al sottogruppo di Lie SO(3, R) delle matrici () del gruppo GL(3; R).
La matrice 7!+ dx, le cui componenti sono una base per le 1-forme invarianti a sinistra del gruppo

GL(3;R), si puo restringere al sottogruppo di Lie SO(3,R) ottenendo la matrice antisimmetrica

0 -w; wj
R(O,¢,9)" -dR(0,¢,¢) = | w} 0 -wl ()
~wi w; 0
dove le 1-forme
wi = sin(1)sin(0)dep + cos(v)dh (6)
w? = cos(v)sin(f)de — sin(v))db (7)
Wi = cos(B)do + dv (8)

formano una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra A € Qi(S O(3,R)).
La base duale (X1, Xa, X3)

> 0 sin(y) 0  sin(y)cos(d) O
A= cos(y) o0 i sin() 90 sin(d) 9 (9)

~ 0  cos(y) 0  cos(¢)cos(f) O

A = sinW)ae S e T sm(d)  9u (10)
; )

A3 = 7 (11)
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della base (w},w?,w?) fornisce una base per i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

e X,(SO(3;R)). Le costanti di struttura c¥, si ottengono dalle identita

rs

—

KX =% L KX =X L [a] =X (12)

0, equivalentemente, cf?s — 6"\ e = Vb £,5 O

Osservazione 3.4. [Formula di Maurer-Cartan per le basi duali in Q} (G)|]

Data una base (€1,...,€,) dello spazio tangente T} (G), consideriamo nello spazio cotangente 17 (G)
la base duale (g1,...,€"). Le 1-forme Qi = (€'), sono una base di ! (G) ed i loro differenziali esterni
Sono

L
g, = —3¢,,0, N0,
dove i coefficienti ¢ sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie X, (G) rispetto alla base A; = (&;),.

Questa identita, che € nota come formula di Maurer—Cartan, ed é stata dimostrata, in un contesto piu

generale, negli appunti di Calcolo sulle varieta differenziabili [§].

3.2 1-Forme invarianti per moltiplicazioni a destra
Una 1-forma w € QI(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a destra se per ogni g € GG si ha

(Ry), (w) =w 0, equivalentemente, (Ry)" (w) =w
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L’insieme delle 1-forme invarianti per moltiplicazioni a destra € un sottospazio vettoriale Q;(G) dello
spazio vettoriale 2'(G).
Siccome (R,)" (w) = w se e solo se T(R,)* ow = w o Ry, per ogni x € G e per ogni g € G deve
valere 'identita
w(zr) = w(z-g) o Ti(Ry)
Questa identita ci dice che se conosciamo il valore della 1-forma invariante w € Q}%(G) in un punto
x € G allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € G. In particolare, w € Q;(G)

se e solo se

Ve € G, w(r) =w(1) o T,(R,1)
Dato un covettore w € T7(G) possiamo costruire una 1-forma invariante per moltiplicazioni a destra
w, € Q;(G) ponendo

w, g woTy(Ry)

Dimostrazione.

(Rg)" (w,)(x) = ((T"(Ry)) " ow, 0 Ry)(x)
= (T"(Ry))" (w,(g-2))
= Y(Tu(Ry))(w,(z - 9))
= w, (z-g)oT:(Ry)
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= wWoTg(Rizg) o Th(Ry)
= woT,(Rig10R,)

= woT, (Ry1,1)0Ry)
= woTy(Ry10Ry10R,y)
= woT,(R,)

= w,(z)

Calcolando la controimmagine (L,)* (w,,) otteniamo, invece,
(Lg)" (w,) = (woady),

Dimostrazione.

(Ly)" (w,)(x) = ((T*(Ly)) " ow, 0 Ly)(x)
= (T"(Ly) " (w, (9 )
= (Tu(Ly))(w, (9 - 2))
= w, (9 7)o Tu(Ly)
— wo Ty (Rigwyt) 0 Tu(Ly)

39
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La 1-forma w_ ¢ I'unica 1-forma invariante per moltiplicazione a destra tale che il valore nell'identita
1 € G sia il covettore w € T7(G). Llinsieme Q. (G) delle 1-forme invarianti a per moltiplicazioni
a destra su G risulta essere, quindi, un sottospazio vettoriale reale di dimensione finita n = dim(G)

dello spazio vettoriale reale di dimensione infinita Q(G).

Si vede immediatamente che che lo spazio vettoriale Q;(G) ¢ il duale dello spazio vettoriale X (G).



Marco FERRARIS 41

Dimostrazione. La funzione lineare che mette in dualita separante Q}%(G) e X,.(G) ¢

g » U,(9)d w,(9)
e si ha
U,(9)dw, (9) = w,(9)(V,(9))
= (wo Ty(Ry1))(Ti(Ry)(V))
= (woTy(Ry1)oTi(Ry))(V)
= (woTi(Ry1 0 Ry)) (V)
= w(?)

Osservazione 3.5. [1-forme invarianti in ! (H) per sottogruppi di Lie H C G]
Una proprieta molto importante delle 1-forme w € Q}%(G) ¢ quella di essere restringibili ai sottogruppi
di Lie H C G del gruppo di Lie G (e, ovviamente, a tutte le altre sottovarieta di ). Indicando con

)« H — (G I'iniezione canonica di H in G o, equivalentemente, la restrizione j = (idg Siccome la
] Y q Y ]

b
funzione j ¢ di classe C*, possiamo definire la restrizione w,, € Q' (H) imponendo che sia w, = Jj (W)
La 1-forma w I © manifestamente invariante per moltiplicazione a destra per elementi h € H e, quindi,

si ha che w|, € QL (H).
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Ovviamente si puo avere w), € Q! (H) anche quando w ¢ Q. (G).

Osservazione 3.6. [1-forme invarianti in Q%L(GL(n; R))]

Quando si suppone che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R), per ogni w € T*(GL(n;R)) =

(TH(RY))* = TM(R") si ha

w. T > (T, w).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

w. =7l wl dz’ = tr (:c_l-w-d:z:) = tr (w-dx-:c_l)

dove, come nel caso precedente, le z¥ sono le componenti della matrice inversa della matrice o che ha
come componenti le 2. Infatti, calcolando la controimmagine (R,)" (w,) otteniamo
(R) (@) = (Ry) (in(w-da-a)

= tr(w-d(z-g)-(x-9)7")

= tr (w- dr-g-g*- a:_l)

= tr (w' dz - afl)
@,
Calcolando la controimmagine (L,)* (w,,) otteniamo, invece,

(Lo)" (w,) = (Ly)" (tr(w-dx-27))
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— w(ed(gea)- (o))
= tr(w-g-dm-xil-gfl)
= tr((¢" w-g)de-at)

= (adg(w)),

Anche in questo caso, se non ¢ strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo
matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.

Osservazione 3.7. [1-forme invarianti in ! (SO(3,R))]
La matrice dz - 271, le cui componenti sono una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazione a

destra del gruppo GL(3;R), si puo restringere al sottogruppo di Lie SO(3,R) ottenendo la matrice

antisimmetrica
0 wh  wh
dR(0,¢,9)- R(0,0,0) " = | wh 0 -k (13)
w% g}% 0

dove le 1-forme
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wh = —cos(¢)sin(0)dip + sin(¢)dd (15)
wh = cos(0)dy + do (16)
formano una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazione a destra p € Q}%(SO(S, R)).

La base duale (g,, By, B3)
0 | sin(y)cos(f) & sin(¢) &

Pr = oSOzt =G 86 (o) 90 (17)
L 0 cos(¢p)cos(f) O  cos(¢p) O

Py = sm(<b)%+ sn(0) 06 sin(0) 00 (18)
B = 5 (19

della base (u_J}%, g%, g%) fornisce una base per i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

£c X,(SO(3;R)). Le costanti di struttura —c¥, si ottengono dalle identita
1, Po] = —p3 ’ 1, 3] = Py ) B2, Ps] = —py (20)

0, equivalentemente, cffs — §h \/gslm = \/garsl 5l

Osservazione 3.8. [Formula di Maurer-Cartan per le basi duali in Q(G)]
Data una base (€1, ..., €,) dello spazio tangente T)(G), consideriamo nello spazio cotangente T (G)

la base duale (g, ...,&"). Le 1-forme Q; = (&'),, sono una base di Q}%(G) ed i loro differenziali esterni
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SONO
v 1 3 T s
dQR, = 2Crs Qn A QR,

dove i coefficienti —c., sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie X, (G) rispetto alla base p;, =

(€;),. Questa identita, che ¢ nota come formula di Maurer—Cartan, ¢ stata dimostrata, in un contesto

pitl generale, negli appunti di Calcolo sulle varieta differenziabili [8].

4 Azioni di gruppi di Lie su varieta

In questa sezione studieremo le azioni, per moltiplicazioni a sinistra o a destra, dei gruppi di Lie su

varieta.

4.1 Azioni a sinistra di gruppi di Lie su varieta

Un’azione a sinistra di un gruppo di Lie G' su una varieta X ¢ una funzione di classe C*

m : Gx X > X

(g.x) > g-T

che gode della proprieta associativa

m(ga, m(g1,x)) = m(m(ge, g1), ) Vag,neG@ NVreX
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L’azione a sinistra m induce due famiglie di moltiplicazioni analoghe alle moltiplicazioni a sinistra
ed a destra sul gruppo G.

Per ogni elemento a € G possiamo definire la moltiplicazione a sinistra per ’elemento a

L, : X X

~

T > m(a, )

e per ogni x € X possiamo definire la moltiplicazione a destra per I’elemento x

R, : G X

~

a > m(a,x)
L’associativita della moltiplicazione m ci permette di dedurre che Va,b € G e Vo € X valgono le

seguenti identita

LooLy = Ly
R,oR, = Ry,
RyoLy, = LyoR,
Siccome si ha

L, =idx,

le moltiplicazioni a sinistra sono dei diffeomorfismi di X con funzioni inverse

(L)' = Lo
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Le moltiplicazioni a destra R, : G — X permettono di trasformare ogni vettore tangente ¥ €

T,(G) in un campo di vettori ¥, € X(X) definito da:

U, 1 x » T, (R,)(D)

X

che ¢ analogo al campo di vettori ¥, € X, (G). La funzione v — ¥ ¢ lineare.

Calcolando le immagini (L,).(¥,) si ottiene
(Eg)*(ﬁx) = (adg<6))x

Dimostrazione. Infatti si ha:

(Lg)«(T))(x) = (T(L,
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= Tl (RT O Adq)("_j)
= Ti(R;)(ady(?))

= (ady(9))«(2)

Vale la seguente proprieta
[V, 0] = (|9, 0],)

[ campi di vettori ¥, permettono di verificare se una funzione f € C*(X;R) ¢ invariante per le
moltiplicazioni a sinistra L,. L’identita (L,)*(f) = f Va € G ci dice che Va € G e Vo € X deve valere
'identita

f@) = ((La)"(f)) () = f(La(2)) = f(Ra(a)) (21)

Se consideriamo una curva 7 : I — G possiamo, quindi affermare che Vx € X eVt € [

F(Ra(y(1))) = f(x) (22)
Considerando curve 7 basate nellidentita 1 € G e definendo v = ‘fl—yt:o € T\ (G), possiamo affermare
che Vo € X e VU € T, (G)

d(foRy07)
dt

0= = To(f)(T2(Ra)(9)) = Tu(f)(9x (2)) = (¥x(f)) () (23)
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0, equivalentemente,
Ux(f) = £sy(f) =0 Vo € T\ (G) (24)
La condizione che coinvolge la derivata di Lie puo essere estesa a tutti i campi di tensori invarianti per

moltiplicazioni a sinistra sulla varieta X.

Osservazione 4.1. [Azione naturale a sinistra di GL(n;R) su R"|

Quando il gruppo di Lie G ¢ il gruppo GL(n;R) e la varieta X ¢é lo spazio vettoriale R" si ha

L, :x > a-x

R, :a > a-x
dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a ¢ una matrice quadrata n X n con determinante diverso

da 0 ed x ¢ una matrice colonna n x 1. Il campo di vettori v, &

X > (z,0 - T).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) e su R" possiamo scrivere

U, (r) = v )(‘9:1:7" = viab 0,
6., w,] = [viaF d,, wix” 5a]
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= (vpa") (ws6) 0, — (v ¢ w)

(w§ — vow)z*d,

- ([67 w]R)X

Osservazione 4.2. [Azione naturale a sinistra di GL(n;R) su R" @ (R™)*|
Quando il gruppo di Lie G ¢ il gruppo GL(n;R) e la varieta X ¢ lo spazio vettoriale L(R™;R") =
R™ @ (R™)* si ha

L, :x 1 > a-xT

R, a > a-x

xr

dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a ¢ una matrice quadrata n X n con determinante diverso
da 0 ed x & una matrice “rettangolare” n x m (n righe ed m colonne).

Il campo di vettori v, &

U, 1 > (z,0 - T).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

0 -
'UX(.CC) = 'U]Z.I'aﬁ—xg = szaag
Gy, @] = [vjah 07, wizG 0]
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4.2 Azioni a destra di gruppi di Lie su varieta

Un’azitone a destra di un gruppo di Lie G su una varieta X € una funzione di classe C*

m : X XG s X

(z,9) > x-yg

che gode della proprieta associativa
m(m(x, g1), g2) = m(z,m(g1,92)) Vg, €G AN VreX

L’azione a destra m induce due famiglie di moltiplicazioni analoghe alle moltiplicazioni a sinistra
ed a destra sul gruppo G.

Per ogni elemento x € X possiamo definire la moltiplicazione a destra per I’elemento x

L, : G » X

a > m(x,a)
e per ogni a € G possiamo definire la moltiplicazione a destra per I’elemento a

X

~

R, : X

T o > m(x,a)
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L’associativita della moltiplicazione m ci permette di dedurre che Va,b € G e Vo € X valgono le

seguenti identita

Siccome si ha

Rl — idX 3
le moltiplicazioni a sinistra sono dei diffeomorfismi di X con funzioni inverse
— _1 —
(R) " = o

Le moltiplicazioni a destra L, : G — X permettono di trasformare ogni vettore tangente ¥ €

T,(G) in un campo di vettori ¥, € X(X) definito da:

X s T (L) ()

Uy

che ¢ analogo al campo di vettori ¥, € X, (G). La funzione ¥ — v, ¢ lineare.

Calcolando le immagini (R,).(¥,) si ottiene

(Ry):(V) = (ady-1(¥))
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Dimostrazione. Infatti si ha:

(Ry)(6,))(x) = (T(R,

Vale la seguente proprieta

93
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[ campi di vettori ¥, permettono di verificare se una funzione f € C*(X;R) ¢ invariante per le

moltiplicazioni a destra R,. L’identita (R,)*(f) = f Va € G ci dice che Va € G e Vx € X deve valere

I'identita
f(x) = ((R)"(f)) () = f(Ra(2)) = f(Ls(a)) (25)
Se consideriamo una curva vy : I — G possiamo, quindi affermare che Vo € X eVt € I
f(La(v(1)) = f(2) (26)

Considerando curve 7 basate nell’identita 1 € G e definendo v = (fi—ﬂtzo € T, (G), possiamo affermare

che Vz € X e Vv € T,(G)

d(f o Ex o)

0=
dt

= To(f)(Tu(La) (V) = To(f) (Ux(2)) = (Bx(f)) () (27)

0, equivalentemente,
Ux(f) = £5,(f) =0 v € T\(G) (28)
La condizione che coinvolge la derivata di Lie puo essere estesa a tutti i campi di tensori invarianti per

moltiplicazioni a destra sulla varieta X.

Osservazione 4.3. |Azione naturale a destra di GL(n;R) su (R")*|

Quando il gruppo di Lie G ¢ il gruppo GL(n;R) e la varieta X ¢é lo spazio vettoriale (R™)* si ha

R, :x 1 > X a

Il

r L a > T-a
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dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a € una matrice quadrata n X n con determinante diverso

da 0 ed x & una matrice riga 1 x n. Il campo di vettori v, &

U, :x > (z,2 - v).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) e su (R™)* possiamo scrivere
v, (1) = z,0,— = 1,0 ok
X( ) k axk k

=[x} 8", zow) O]

2,05 0F) (zw?) 0" — (v 5 w)

[V, W]

X

Osservazione 4.4. [Azione naturale a destra di GL(m;R) su R" @ (R™)*|
Quando il gruppo di Lie G & il gruppo GL(m;R) e la varieta X ¢ lo spazio vettoriale L(R™;R") =
R” ® (R™)* si ha

R, :x > T-a

gl

roLa > T-a
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dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a € una matrice quadrata m X m con determinante
diverso da 0 ed z ¢ una matrice “rettangolare” n x m (n righe ed m colonne).

Il campo di vettori ¥, ¢

DX > (r,2 - 0).

cl

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere
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4.3 Spazi delle orbite e stabilizzatori

L’orbita di un punto x € X per un’azione a sinistra m : G x X — X é il sottoinsieme di O, C X
definito da
O, =m(G,{z}) ={y =m(g,z) € X|g € G}

e lo stabilizzatore del punto x € X é il sottogruppo S, C G
Se ={g € G|mlg z) =z}
Se 'azione é un’azione a destra m : X x G — X, l'orbita O, C X é definita da
O, =m({z}, G) ={y =m(r,g9) € X |g € G}
e lo stabilizzatore é il sottogruppo chiuso S, C G
Sz ={9 € G|m(z,g) =z}

Le proprieta delle azioni a sinistra sono in corrispondenza biunivoca con proprieta analoghe delle azioni
. 9 . . . — . — /. _1 < 9 .

a destra perché data un’azione a sinistram : (g, z) — g-x la funzione m’ : (z,g) — g~ -z ¢ un’azione

a destra. Analogamente se m : (z,g) — x-g & un’azione a destra la funzione m’ : (g, z) — z-g~1 &

un’azione a sinistra.

e Se esiste un punto x € X tale che O, = X diciamo che l'azione & transitiva; in questo caso,

Vyec X siha O, =X.
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e Se l'intersezione N _, S, = {1} diremo che 'azione ¢ effettiva; I'intersezione H = N__, .S, & sempre

zeX

un sottogruppo normale chiuso di G.
e Se per ogni x € X si ha S, = {1} diremo che 'azione ¢ libera.

La relazione definita da x; ~ x9 & 29 € O,, € una relazione di equivalenza in X. Lo spazio
delle orbite ¢ I'insieme quoziente X/ ~, che verra indicato con X /G, con proiezione 7 : X — X/G.
L’insieme quoziente X/G ammette una struttura di varieta differenziabile (si veda [1]) tale che la
proiezione 7 : X — X/G sia una funzione di classe C* con mappa tangente suriettiva se e solo se
il grafico della relazione di equivalenza z ~ y < y € O, € una sottovarieta chiusa di classe C*> della
varieta prodotto X x X.

Si dimostra (vedere |1]) che gli stabilizzatori S, sono sottogruppi di Lie del gruppo di Lie G e che
le orbite O, sono sottovarieta differenziabili della varieta X che sono diffeomorfe agli spazi omogenei
G/S;.

La funzione z — dim(.S,;) ¢ semicontinua inferiormente: se dim(S,) < k allora esiste un intorno
aperto U C X del punto x tale che per ogni y € U si abbia dim(S,) < k. Di conseguenza, la funzione
r +— dim(O,) = dim(G) — dim(S;) é semicontinua superiormente.

L’insieme X’ C X dei punti di € X in cui dim(S,) raggiunge il minimo, o dim(Q,) raggiunge il
massimo, € un sottoinsieme aperto non vuoto ed il quoziente X'/G & una varieta. Ovviamente se la

funzione x — dim(5;), o x — dim(QO,), ¢ una funzione costante allora X/G é una varieta.
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