Appunti su gruppi di Lie e fibrati principali
Marco FERRARIS

Dipartimento di Matematica “Giuseppe Peano”

Universita degli Studi di Torino

2023

Sommario

In questi appunti studieremo i gruppi di Lie, le azioni dei gruppi di Lie su varieta, i fibrati principali, le connessioni principali,
i fibrati associati e le connessioni indotte. Per la teoria generale si veda, ad esempio, [1] e [4].
In generale considereremo gruppi moltiplicativi. Nel caso di gruppi abeliani additivi le modifiche sono ovvie: la moltiplica-

zione diventa la somma, 'identita é lo 0, I'inverso & l'opposto, . ...

1 Gruppi di Lie

Un gruppo di Lie ¢ una varieta differenziabile G, di classe C*, sulla quale ¢ definita una struttura di

gruppo tale che le operazioni di gruppo siano funzioni di classe C*>. Piu precisamente, ’'operazione di
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moltiplicazione
m : GxXG y G
(a,b) > a-b
e 'operazione di inversione
L G >y G
a y ot

devono essere di classe C*™.
Possiamo combinare le due condizioni in una sola richiedendo che la funzione

m : GxG

@

(z,y) r Ty

sia di classe C*°.

1.1 Esempi di gruppi di Lie

Esempio 1.1. [Prodotto cartesiano di gruppi di Lie|
Il prodotto cartesiano di gruppi di Lie G; e Gy é un gruppo di Lie: 'operazione ¢ 'operazione del

gruppo prodotto G7 x G

<CL1, aQ) ’ <b17 b?) — (al ’ b17 az - b?) ) <a17 CLQ)?I — (afl7 a51>

e la struttura di varieta differenziabile ¢ quella della varieta prodotto G X Ga.
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Esempio 1.2. [componente connessa dell’identita]
Quando un gruppo di Lie G non é connesso, la componente connessa G° dell’identita di ¢ un sotto-

gruppo di Lie del Gruppo di Lie G.

Esempio 1.3. [sottogruppi di Lie]

Un sottogruppo di Lie H di un gruppo di Lie G é un sottogruppo di G' che é anche una sottovarieta
della varieta GG. Come succede nel caso dei sottogruppi topologici, per sapere se un sottogruppo H C GG
& un sottogruppo di Lie del gruppo di Lie GG basta verificare che sia un sottospazio topologico chiuso

dello spazio topologico G (vedere 4] per la dimostrazione).

1.1.1 Esempi di gruppi di Lie abeliani

Esempio 1.4. [Spazi vettoriali]
Tutti gli spazi vettoriali E di dimensione finita con 'operazione di somma sono esempi di gruppi di

Lie abeliani.

Esempio 1.5. [Numeri reali non nulli
Il gruppo R* = R\ {0} dei numeri reali non nulli, con 'operazione di moltiplicazione, ¢ un gruppo

di Lie reale di dimensione 1. La varietd R* non ¢ compatta ed ha due componenti connesse R™ e
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R~. La componente connessa del numero 1 € R ¢ il gruppo di Lie connesso R mentre, pur essendo

diffeomorfo a R™, R~ non & un gruppo.

Esempio 1.6. [Numeri complessi non nulli|
Il gruppo C* = C\ {0} dei numeri complessi non nulli, con I'operazione di moltiplicazione, & un gruppo
di Lie reale di dimensione 2. Il gruppo C* é abeliano, connesso, non compatto e non semplicemente

connesso (C* ¢ anche un gruppo di Lie complesso di dimensione 1).

Esempio 1.7. [Numeri complessi di modulo 1]
All'interno di C* ¢’¢ il sottogruppo S! formato dai numeri complessi di norma 1. Con questa struttura,

il cerchio S' ¢ un gruppo di Lie connesso, compatto e abeliano di dimensione 1.

1.1.2 Esempi di gruppi di Lie non abeliani

Esempio 1.8. |Gruppi lineari GL(E)]
Come esempi di gruppi di Lie non abeliani ci sono tutti i gruppi GL(E) degli automorfismi degli spazi
vettoriali reali E di dimensione finita n > 1. Ogni gruppo GL(E) ¢ un sottoinsieme aperto denso dello

spazio vettoriale L(E; E) = E @ E*, ¢ isomorfo al gruppo GL(n;R) = GL(R") ed ha dimensione n?.
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La funzione det : GL(E) — R* = R\ {0} ¢ un omomorfismo di gruppi ed ¢ una funzione di classe

C™.

Esempio 1.9. [Gruppi lineari GL" (E)]
I gruppo di Lie GL(E) ha due componenti connesse: la componente connessa dell’identita idg €

GL(E) coincide col sottogruppo GLT(E) = det *(R*) e la seconda componente connessa, che non é

un gruppo, ¢ GL™(E) = det ' (R™). Ovviamente dim(GL"(E)) = dim(GL(E)) = n?

Esempio 1.10. |Gruppi lineari speciali SL(E)]
Il nucleo SL(E) = Ker(det) = {A € GL*(E)|det(A) = 1} ¢ un gruppo di Lie connesso di dimensione

n? — 1, che viene detto gruppo lineare speciale dello spazio vettoriale E.!

Esempio 1.11. [Gruppo dei quaternioni non nulli H* e gruppo S?

Indicando con H il corpo dei quaternioni, il sottoinsieme H* = H \ {0}, con l'operazione di prodotto
di quaternioni, é un gruppo di Lie non abeliano di dimensione 4. All'interno di H* ¢’é il sottogruppo
S3 formato dai quaternioni di norma 1. Con questa struttura, la sfera S® ¢ un gruppo di Lie connesso,

compatto e non abeliano di dimensione 3.

'Pit avanti vedremo altri esempi di gruppi di Lie che sono sottogruppi di Lie di gruppi del tipo GL(E) (o GL(n;R)), ma anche gruppi di Lie che

non possono essere rappresentati come sottogruppi di Lie di un gruppo GL(E).
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Esempio 1.12. |Gruppi ortogonali O(g) e SO(g)|
Dato un prodotto scalare g su uno spazio vettoriale di dimensione finita E, si definisce il gruppo
ortogonale O(g) del prodotto scalare g come il sottogruppo di GL(E) formato dalle funzioni lineari

invertibili A € GL(E) tali che g o (A x A) = g, equivalentemente
Y(@,5) eExE  g(A@), A(®)) = g(d, )

Il gruppo ortogonale speciale SO(g) del prodotto scalare g ¢ il sottogruppo di Lie costituito dalle
applicazioni lineari A € O(g) tali che det(A) = 1. Il sottoinsieme delle applicazioni lineari A € O(g)

tali che det(A) = —1 non ¢é un sottogruppo, ma ¢ una sottovarieta che é in corrispondenza biunivoca

con SL(g). Si ha

Am(50(9)) = dim(0(g)) = "1

dove n = dim(E).

1.2 Moltiplicazioni a destra ed a sinistra

Per ogni elemento a € G possiamo definire due operazioni di moltiplicazione: la moltiplicazione a

sinistra per ’elemento a

~

L, : G G

T > m(a,x)
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e la moltiplicazione a destra per ’elemento a

R, : G > G

T > m(x,a)
L’associativita della moltiplicazione m ci permette di dedurre che Va, b € G valgono le seguenti identita
L,oLy, = Ly
RooRy = Rpg
L,oR, = RyolL,
Se indichiamo con 1 l'identita del gruppo G si ha
L, =idg e R, =idg
e, quindi, le moltiplicazioni a destra ed a sinistra sono dei diffeomorfismi di G con funzioni inverse
(Lo) ' =Lyt e (R)) ™" = Ry

Per ogni elemento g € G la funzione Ady = Lyo Rj-1 = R,-10 Ly ¢ 'automorfismo (di classe C*°) del

9

gruppo G definito da

Ady sz »m(g,m(z, g ")) = m(m(g,z),9")
Si ha

Ad, o Ady, = Adgsp
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Ad, = idg
(Ad,)™" = Ad,

FINE LEZIONE 15 MMdFC (2023-04-19 ore 14:00 — 16:00)
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Osservazione 1.1. [Moltiplicazioni a destra, a sinistra e mappa aggiunta su GL(n; R)]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

L, :x > a-x
R, :«x > T-a
Ad, :x s a-x-a "

dove - indica il prodotto di matrici e le matrici a ed  sono matrici quadrate n X n con determinante

diverso da 0.

Le mappe tangenti T, (L,) delle moltiplicazioni a sinistra L, sono funzioni lineari invertibili

T(L,) : To(G) » Tho(G)

con funzioni inverse definite da

(Tx(La)>_1 =Toz (La—l)

In particolare, utilizzeremo abbastanza spesso le due famiglie di funzioni lineari biiettive

T\(L.) : T.(G) . Tu(G)
Tu(Lo-t) : Tu(G) . T,(G)

Osservazione 1.2. [Mappa tangente delle moltiplicazioni a sinistra su GL(n;R)]
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Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

T.(L,) :(z,v) > (a-x,a-0)
T.(Ly) :(1,v) > (a,a-v)
To(Lg-1) : (a,w) y (1,071 w)

dove - indica il prodotto di matrici, le matrici a ed x sono matrici quadrate n X n con determinante

diverso da 0, mentre le matrici v e w sono matrici quadrate n x n qualunque.

Analogamente, le mappe tangenti delle moltiplicazioni a destra R, sono funzioni lineari invertibili

T.(R,) : To(G) N (e)

con funzioni inverse definite da

(Tx(Ra))_l =Tra (Rcrl)

Anche in questo caso, utilizzeremo abbastanza spesso le due famiglie di funzioni lineari biiettive

T.(R.) : T.(G)
To(Ro1) : To(G)

=SS
29

Osservazione 1.3. [Mappa tangente delle moltiplicazioni a destra su GL(n;R)]
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Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

T.(Ry) :(z,v) > (z-a,v-a)
T, (R,) :(1,v) > (a,v-a)
To(Ry—1) :(a,w) y (1,w-at)

dove - indica il prodotto di matrici, le matrici a ed x sono matrici quadrate n X n con determinante

diverso da 0, mentre le matrici v e w sono matrici quadrate n x n qualunque.

Calcolando le mappe tangenti delle funzioni Ad, otteniamo

T, (Ad,) = T, (Lyo0 Ry

( )
( )

T,(Ady) = Ty (LgoRy1) = Ty1(Ly)oT, (Ry1)
( )

Per quanto riguarda la funzione ¢ : G — G, sappiamo che
tor=idg Vee G, m(ux),z) =1=m(z,i(z))
Derivando queste identita si deduce che per ogni z € G si ha

Ty1(t) o Tp(e) = idp e
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T (Ry) 0 Ty(t) + To(Ly) = 0
Tx(Rx—l) + Tx—l(Lx> o Tx<L) = 0

Siccome per ogni z € (G si ha

possiamo dedurre che per ogni x € G
T.(t) = =T, (Ry1)oT, (L) = —Ty(Ry-10L,1)
= —1 (L) o Te(Ryr) = —To(Lyr 0 Ry
ed, in particolare,

T1 (L) - _idTl(G)

Osservazione 1.4. [Mappa tangente dell'inversione|

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

TT(L) Z((L’,U) | > (x_l,—flj_l'?)'$_1)
T.(¢) :(1,v) > (1,—v)

dove - indica il prodotto di matrici, la matrice  ha determinante diverso da 0 e la matrice v ¢ una

matrice quadrata n x n qualunque.



Marco FERRARIS 13

2 Campi di vettori invarianti

In questa sezione studieremo i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra o a destra.

2.1 Campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Un campo di vettori X e X(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a sinistra se per ogni g € G si ha
(Ly), (X) =X 0, equivalentemente, (L))" (X) =X

L’insieme dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra ¢ un sottospazio vettoriale X1 (G)
dello spazio vettoriale X(G).
Siccome (L), (X) = X se e solo se T(Ly) o X = X o L, per ogni z € G e per ogni g € G deve

valere l'identita

To(Ly)(X(2)) = X(g - )

Questa identita ci dice che se conosciamo il valore del campo invariante X € X £(G) in un punto x € G
allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € G. In particolare, X € Xr(G) se e

solo se

Vge G,  X(g)=T(L)(X(1))
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Dato un vettore ¥ € T,(G) possiamo costruire un campo di vettori invariante a sinistra ¥ € X.(G)
ponendo

vr g +— T, (L,) (V)

I campo ¥ ¢ 'unico campo di vettori invariante per moltiplicazione a sinistra tale che il valore
nellidentita 1 € G sia il vettore ¥ € T,(G).

L’insieme X,(G) dei campi di vettori invarianti a sinistra su G risulta essere, quindi, un sottospazio
vettoriale di dimensione finita n = dim(G) dello spazio vettoriale di dimensione infinita X(G).

Siccome per ogni X,Y € X(G) e per ogni g € G si ha

(L), ([(X.Y]) = [(Ly), (X). (L), V)],

lo spazio vettoriale X1, (G) ¢ anche una sottoalgebra di Lie di dimensione finita dell’algebra di Lie di
dimensione infinita X(G). La struttura di algebra di Lie di X1(G) induce una struttura di algebra di

Lie sullo spazio tangente T, (G) con 'operazione definita da
v, W], =[v,,w,](1)

L’algebra di Lie g del gruppo G ¢ 'algebra di Lie (X1(G), [-,-]) dei campi vettoriali invarianti per
moltiplicazioni a sinistra, oppure 'algebra di Lie (T, (G), [, ], ).

Osservazione 2.1. [Costanti di struttura dell’algebra di Lie X (G)]
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Data una base ordinata (€i,...,€,) € B(T,(G)), possiamo estendere ogni vettore €; della base ad

un campo di vettori XZ := (€;), invariante per moltiplicazioni a sinistra sul gruppo G; ovviamente si
ha X;i(1) = &:. I campi di vettori A; formano una base per lo spazio vettoriale X,(G) e calcolando i

commutatori dei campi di vettori XZ si ottiene
RSV W
da cui si deduce che
[vixi, wjxj} = vichfj i
Le costanti cfj si chiamano costanti di struttura dell’algebra di Lie g = X1 (G) del gruppo G e, come

vedremo pill avanti, sono le componenti di un campo di tensori invariante per moltiplicazioni a sinistra.

Le costanti di struttura cfj soddisfano a due identita fondamentali

cffj + c"ji = 2 c’(“l. py =0 (antisimmetria)
chk etk 4k o= 3 CZ[ins} =0 (identita di Jacobi)

che derivano direttamente dalle proprieta del commutatore di campi di vettori.

Ovviamente si ha

[éi, éj]L = ijek

k

[vléi,w]éjh — vzchijék
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Osservazione 2.2. |Costanti di struttura dell’algebra di Lie X,(GL(n;R))|

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

U, ix > (z,2 - v).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

cl

— T _ . kas
L(m) - xkvsa r */Ekvsar

[6,,%,] = [rjo 0}, 2lwi 0]
= 29w — whp) 8°

@, ], = (vjwk — wiok)(],)

Gli n? campi di vettori

, )

a

=r— =2z 8a (9“ ® x}
b P ” b b
sono invarianti per moltiplicazioni a sinistra e formano una base per lo spazio vettoriale X7, (GL(n; R)).

I commutatori degli elemti della base sono

(Xe X = X(a2)dT, — No(a5)d e

S

—

= 20 U(a), — 2y 0 (x})d
— 2569600 — 26y D"
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o a_car r_caa
— 5sxbac o 5bxsac
_gayr rys
- 55 )‘b o 51) >‘a
Se non ¢ strettamente necessario, nel caso di GL(n;R) continueremo a scrivere formule di “tipo ma-

triciale” e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici e

portano a formule inutilmente complicate.

Calcolando le immagini (R,). di un campo di vettori ¥, invariante per moltiplicazioni a sinistra si

ottiene

(Rg):(VL) = T(Ry) o 0 Ryt = (ady-1(9))1
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Osservazione 2.3. [Campi di vettori in ¥, € X;(GL(n;R))|
Con notazioni da prodotti di matrici possiamo dedurre che un campo di vettori ¥, si puo scrivere nel

seguente modo

v =t & ®2 =t ®£® =t 2@ &
p=tr(e@ue o | =trlv@ @) =tr{ 5-0r8v

Posto Ry(z) =z -a=ysihax =y-a"! e possiamo scrivere formalmente

(R).(#0)) ) = &
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B <(% 2y e (adal(1f>))

= (ady1(v)), ()

Ovviamente, questo modo di fare i calcoli ¢ da prendere con le molle, ma, facendo molta attenzione,

si puo fare.

2.2 Curve integrali dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Dato un vettore ¥ € T} (G) consideriamo una curva integrale 7 : t — (t), basata nell'identita 1 € G,

del campo vettoriale ¥, € X, (G). L’equazione a cui soddisfa la curva v ¢ la seguente

T 5,60) = T(L@)® e 2(0)=1.

Se 7 & una curva integrale del campo di vettori ¥, allora sappiamo che v, = (Ly)«(y) = L, 0y € una
curva integrale del campo di vettori (L,).(¥,) = ¥, e, quindi, la curva 7,(¢) ¢ una curva integrale
basata nel punto a € G.

In particolare, la curva v € un sottogruppo ad un parametro di G in quanto si ha

V(@) A7) = 1wy(T) =t + 1) = (7 + 1) = 1) (t) = (1) - (D)

La funzione « puo essere estesa a tutta la retta reale R e viene spesso indicata con y(t) = exp(t¥).

Tutti i campi di vettori ¥, € X,(G) sono completi.
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Attenzione! I sottogruppi ad un parametro di un gruppo di Lie G non sono necessariamente sot-
togruppi di Lie di G. L’esempio pitt semplice ¢ il gruppo di Lie abeliano G = T? = S' x S! in cui
i sottogruppi ad un parametro che non sono sottovarieta sono infinitamente di pitu di quelli che sono

sottovarieta.

Osservazione 2.4. [Curve integrali dei campi di vettori ¥, € X.(GL(n;R))|

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha che
T.(GL(n;R)) = {1} x L(R";R") = L(R";R") = T} (R") = End(R") = gl(n;R).

Per ogni vettore ¥ = (1,v) € T, (GL(n;R)), la curva integrale massimale di ¥, basata nellidentita &

U, ix > (x,x - v).
vt > exp(tv)
Yo it > a - exp(tv)

dove exp : gl(n;R) — GL(n;R) ¢é la funzione esponenziale definita, come al solito, da
0k
exp(w) = Z Tl
k=0
La funzione esponenziale exp : gl(n;R) — GL(n;R) ¢ una funzione analitica reale la cui espressione

esplicita dipende dalla dimensione n attraverso il teorema di Hamilton—Cayley.
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Attenzione! In generale exp(v 4+ w) # exp(v) - exp(w), 'uguaglianza si ha solo quando il commu-

tatore [v,w]=v-w—w-v=0.

2.3 Campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

Un campo di vettori X e X(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a destra se per ogni g € G si ha
(R,), (X)=X o, equivalentemente, (Ry)" (X) =X

L’insieme dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra é un sottospazio vettoriale Xz(G)
dello spazio vettoriale X(G).

Siccome (R,), (X) = X se e solo se T(R,) o X = X o R,, per ogni = € G e per ogni g € G deve

*

valere l'identita

T,(Ry)(X(x)) = X(z - g)

Questa identita ci dice che se conosciamo il valore del campo invariante Xex r(G) inun punto z € G
allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € G. In particolare, Xex r(G) se e

solo se

Vge G,  X(g)=Ti(R)(X(1))
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Dato un vettore ¥ € T,(G) possiamo costruire un campo di vettori invariante a destra v € Xg(G)

ponendo

Up:gr— Tl(Rg)(ﬁ)

I campo Ui ¢ l'unico campo di vettori invariante per moltiplicazione a destra tale che il valore
nell'identita 1 € G sia il vettore ¥ € T, (G).

L’insieme Xz(G) dei campi di vettori invarianti a destra su G risulta essere, quindi, un sottospazio
vettoriale di dimensione finita n = dim(G) dello spazio vettoriale di dimensione infinita X(G).

Siccome per ogni X,Y € X(G) e per ogni g € G si ha

(Ry), (IX,Y]) = [(Ry), (X), (Ry), (V)]

lo spazio vettoriale Xz(G) ¢ anche una sottoalgebra di Lie di dimensione finita dell’algebra di Lie di
dimensione infinita X(G). La struttura di algebra di Lie di Xz(G) induce una struttura di algebra di

Lie sullo spazio tangente T’ (G) con l'operazione definita da
v, w]R - [61{7 wR](l)

Quando il gruppo G non ¢ abeliano, le algebre di Lie (X.(G), [, ]) e (Xr(G),[-,]) sono distinte,
ma isomorfe. In questo caso, le due operazioni di commutatore [-,-|, e [+, ], sono diverse, ma le due

algebre di Lie (T\(G), [-,],) e (T1(G), [, -],) sono naturalmente isomorfe. Per la dimostrazione basta
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osservare che si ha

per ogni v € T,(G).

Osservazione 2.5. [Commutatori fra campi di X7(G) e campi di Xz(G)]
Dalla proprieta commutativa L, o R, = Ry o L,, che vale per ogni a,b € G, si deduce che per ogni
campo di vettori ¥, € X1 (G), invariante per moltiplicazioni a sinistra, e per ogni campo di vettori

W, € Xp(G), invariante per moltiplicazioni a destra, si ha

[6L7 QBR] =0

Osservazione 2.6. [Costanti di struttura dell’algebra di Lie Xz(G)]

Data una base ordinata (€1, ..., €,) € B(T,(G), possiamo estendere ogni vettore €; della base ad un
campo di vettori g; := (€;), invariante per moltiplicazioni a destra sul gruppo G; ovviamente si ha
p;(1) = €;. 1 campi di vettori g; formano una base per lo spazio vettoriale Xz(G) e calcolando i

commutatori dei campi di vettori p; si ottiene

I 5]] = _ij Pr

k

dove le costanti ¢;; sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie g = X1(G) del gruppo G definite

in precedenza.
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Ovviamente si ha

_ k
= —Cj;

2.8

€, €jl, €l

Osservazione 2.7. [Campi di vettori appartenenti a Xp(GL(n;R))]
Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

U, x > (x,v - x).
ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

_ r_kAas
—Ukﬂjsar

T_jR (Q?) - Uka:s axr
S
[0, w,] = [vjaf 5 wiafd?]

o a..c a. .c\ ..k b
- (wcvk_vcwk)xbaa

@, @], = (Wl —vpwk)(93),) = ~[8, ], = [, —w),

Anche in questo caso, se non ¢é strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo
matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.
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Posto @, () = avkd

= xzvfgwg)ﬁg— w?mév%)ﬁg
I, I\3P

- x?(Uchg_wg”UP)aQ

= 0

Calcolando le immagini (L), di un campo di vettori ¥, invariante per moltiplicazioni a destra si

ottiene

(Lg)«(Uy) = T(Ly) 0¥, 0 Ly = (ady(v)),

(Ly)o(8,)) (@) = (T(Ly) 08, 0L, 1)(x)
— T(L,)(B,(Ly (1))
= Tya(Ly)(B,(g @)
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— Ty (L) (T (Ry 1) (B)
= T.(Lyo Ry1)(®)

— Ty(L,o R, o Ry1)(%)
— T(Ryo0L,oR,)(®)
= (T\(R,

(
= (TI(
(

Osservazione 2.8. |[Campi di vettori invarianti in Xz(GL(n;R))]

Con notazioni da prodotti di matrici possiamo dedurre che un campo di vettori U si puo scrivere nel

3 Bre>)=tr(ce 2 ®v) =t > ®vE
VR = (% T or = 1r Or V| =1r or () Z

Posto Ly(z) =a-x =y si hax =a"! y e possiamo scrivere formalmente

(@) ) = v (5 @ve @)

seguente modo
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ORI

= tr{ —®a®¥®v®a Ky

dy

= ftr 2®(a v-a 1)®y
dy

= tr 2®(ad((v))®y
Jy !

= (ada(v)) (v)

Anche in questo caso, il modo di fare i calcoli ¢ da prendere con le molle, ma, facendo molta attenzione,

si puo fare.

2.4 Curve integrali dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

Dato un vettore ¥ € T, (G) consideriamo una curva integrale 7 : t — (t), basata nell'identita 1 € G,

del campo vettoriale ¥,, € X,(G). L’equazione a cui soddisfa la curva « ¢ la seguente

D 5,0 =T (R)@)  con  A0)=1.

Se v ¢ una curva integrale del campo di vettori ¥, allora sappiamo che 7y, = (Ry)«(7) = R, 07y ¢ una
curva integrale del campo di vettori (R,).«(v,) = ¥, e, quindi, la curva 7,(t) ¢ una curva integrale

basata nel punto a € G.



28

Appunti su gruppi di Lie e fibrati principali (versione preliminare 2023)

Dimostrazione. Se per ogni a € GG definiamo la curva v, = R, o 7, allora otteniamo

dy,(t)
dt

In particolare, la curva v ¢ un sottogruppo ad un parametro di G che coincide col sottogruppo ad un

parametro exp(t¥) ottenuto dal campo ¥,. Tutti i campi di vettori ¥, € X_(G) sono completi.

Osservazione 2.9. [Curve integrali di campi di vettori in Xp(GL(n; R))]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha che, per ogni vettore ¥ =

(1,

v) € T,(GL(n;R)), la curva integrale massimale di ¥, :  —— (x,v - ) basata nell’identita ¢

> exp(tv).
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e la curva integrale massimale basata nel punto a é:

Vo it > exp(tv) - a.

3 1-Forme invarianti
In questa sezione studieremo le 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra o a destra.

3.1 1-Forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Una 1-forma w € Ql(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a sinistra se per ogni g € GG si ha
(Ly), (w) =w 0, equivalentemente, (L))" (w) =w

L’insieme delle 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra ¢ un sottospazio vettoriale Qi(G) dello
spazio vettoriale Q(G).

Siccome (L,)" (w) = w se e solo se T(L,)* ow = wo Ly, per ogni z € G e per ogni g € G deve
valere I'identita

w(z) =w(g - ) o Tu(Ly)

Questa identita ci dice che se conosciamo il valore della 1-forma invariante w € Qi(G) in un punto

x € G allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € GG. In particolare, w € Qi(G)
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se e solo se

Ve e G, w(r) =w(1)o T, (L)

Dato un covettore w € T7(G) possiamo costruire una 1-forma invariante a sinistra w € ﬂi(G)
ponendo

w gr—woTy(L,)

Dimostrazione.

((Lg)" (w,)) () = ((T"(Ly)) " ow, o Ly) (x)
= (T"(Ly) " (w,(g-2))
= (Tu(Ly))(w, (g )
= w,(9-7)oTi(Ly)
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Calcolando la controimmagine (R,)" (w, ) otteniamo, invece,
(Ry)" (w,) = (woady),

Dimostrazione.

31
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= (woady), (2)
|
La 1-forma w, ¢ l'unica 1-forma invariante per moltiplicazione a sinistra tale che il valore nell’identita
1 € G sia il covettore w € T7(G). L'insieme Q! (G) delle 1-forme invarianti a per moltiplicazioni a
sinistra su G risulta essere, quindi, un sottospazio vettoriale reale di dimensione finita n = dim(G)

dello spazio vettoriale reale di dimensione infinita Q'(G).

Si vede immediatamente che che lo spazio vettoriale Qi(G) ¢ il duale dello spazio vettoriale X, (G).

Dimostrazione. La funzione lineare che mette in dualita separante Q! (G) e X, (G) ¢

g » 9, (9)dw,(9)

e si ha

v,(9)dw, (9) = w, (9)(7,(9)
= (woTy(Ly)) (Ti(Ly) (D))
= (woTy(Ly1)oTi(Ly)) (V)
= (woTi(Lg10Ly)) (V)

= w(v)
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Osservazione 3.1. [1-forme invarianti in Qi(H ) per sottogruppi di Lie H C G|

Una proprieta molto importante delle 1-forme w € Qi(G) & quella di essere restringibili ai sottogruppi

di Lie H C G del gruppo di Lie G (e, ovviamente, a tutte le altre sottovarieta di ). Indicando con

j : H — G l'iniezione canonica di H in G o, equivalentemente, la restrizione j = (idg)|,,.
Siccome la funzione j ¢ di classe C*, possiamo definire la restrizione w, € Ql(H ) imponendo

che sia w|, = j*(w). La 1-forma w, ¢ manifestamente invariante per moltiplicazione a sinistra per

elementi i € H e, quindi, si ha che w), € Qi(H) Ovviamente si puo avere w), € Qi(H) anche

quando w & Q! (G).

Osservazione 3.2. [1-forme invarianti in 2! (GL(n; R))]
Quando si suppone che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n; R), per ogni w € T*(GL(n;R)) = TH(R")

si ha?

W, T s (2w -2 ).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

. r =k s -1
gL—wkadzT—tr(w-az -daz)

2 Ricordiamo che T (R™) & isomorfo a L(R™;R™) e che (L(R™;R™))* pud essere identificato con L(R™; R™) attraverso I'operazione ( - )* associata alla

metrica naturale (A, B) — tr(Ao B) di L(R™;R"™).
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dove le Z¥ sono le componenti della matrice inversa della matrice z che ha come componenti le x%.

Infatti, calcolando la controimmagine (Ly)" (w,) otteniamo

(L) (w,) = (Ly)" (tr(w-27"-dux))
= tr(w-(g-2)""-d(g-2))
= tr(w-a ' g g dux)
= tr(w- -z ' da)

Calcolando la controimmagine (R,)" (w, ) otteniamo, invece,

(R) (w,) = (R (tr(eo- - da))
= tr(w-(z-g) " d(z-g))
= tr(weog oo dag)
=t ((g-w-g ) o da)

= (ady(w)),

Anche in questo caso, se non ¢é strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo
matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.
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Osservazione 3.3. [1-forme invarianti in 2! (SO(3,R))]
Sul gruppo di Lie SO(3,R) consideriamo come coordinate gli angoli di Eulero (0, ¢, ) definiti come

si usa quando vengono studiati i moti giroscopici:

R(0,¢,¢) = R3() - R1(0) - R3(v) (1)

dove le matrici R1 (rotazioni intorno al primo asse) ed R3 (rotazioni intorno al terzo asse) sono definite

da

(1 0 0
Rl(e) = |0 cos(a) —sin(a) (2)
\0 sin(a) cos(a) /
(cos(8) —sin(8) 0)
R3(B) = |sin(8) cos(8) 0 (3)

\ 0 01)

La rotazione che fa passare dalla base fissa alla base solidale col corpo é quindi

R(0,¢,9) =
cos(¢) cos(¢) — sin(¢) cos() sin(y)  — cos(¢) sin(¢)) — sin(¢) cos(f) cos(y)  sin(¢) sin(6)
sin(¢) cos(1)) + cos(¢) cos() sin(1)) — sin(¢) sin(z)) + cos(¢p) cos(8) cos(rp) — cos(¢)sin(6) | (4)
sin(#) sin(v)) sin(#) cos() cos(6)
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Le matrici (4) sono la restrizione al sottogruppo di Lie SO(3, R) delle matrici () del gruppo GL(3; R).
La matrice 7!+ dx, le cui componenti sono una base per le 1-forme invarianti a sinistra del gruppo

GL(3;R), si puo restringere al sottogruppo di Lie SO(3,R) ottenendo la matrice antisimmetrica

0 -w; wj
R(O,¢,9)" -dR(0,¢,¢) = | w} 0 -wl ()
~wi w; 0
dove le 1-forme
wi = sin(v)sin(0)dep + cos(v)db (6)
w? = cos(v)sin(f)de — sin(v))db (7)
Wi = cos(8)do + d (®)

formano una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra A € Qi(S O(3,R)).
La base duale (X1, X2, A3)

> 0 sin(y) 0  sin(y)cos(d) 0
A= cos(y) o0 i sin(0) 90 sin(d) 9 (9)

~ 0  cos(y) 0  cos(¢)cos(d) O

A = sinW)ae S e T sm(d)  9v (10)
; )

A3 = 7 (11)




Marco FERRARIS 37

della base (w},w?,w?) fornisce una base per i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

e X,(SO(3;R)). Le costanti di struttura c¥, si ottengono dalle identita

rs

—

KX =% L [Kx] =X L [a] =X (12)

0, equivalentemente, cf?s — 5" \/5 s = Vb £,5 O

Osservazione 3.4. [Formula di Maurer-Cartan per le basi duali in Q} (G)|

Data una base (€1,...,€,) dello spazio tangente T} (G), consideriamo nello spazio cotangente 17 (G)
la base duale (g!,...,€"). Le 1-forme Qi = (€'), sono una base di ! (G) ed i loro differenziali esterni
Sono

L
g, = —3¢,,0, N0,
dove i coefficienti ¢ sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie X, (G) rispetto alla base A; = (&;),.

Questa identita, che € nota come formula di Maurer—Cartan, ed é stata dimostrata, in un contesto piu

generale, negli appunti di Calcolo sulle varieta differenziabili [8].

3.2 1-Forme invarianti per moltiplicazioni a destra
Una 1-forma w € QI(G) ¢ invariante per moltiplicazioni a destra se per ogni g € GG si ha

(Ry), (w) =w 0, equivalentemente, (Ry)" (w) =w
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L’insieme delle 1-forme invarianti per moltiplicazioni a destra € un sottospazio vettoriale Q;(G) dello
spazio vettoriale 2'(G).
Siccome (R,)" (w) = w se e solo se T(R,)* ow = w o Ry, per ogni « € G e per ogni g € G deve
valere 'identita
w(r) = w(z-g) o Ti(Ry)
Questa identita ci dice che se conosciamo il valore della 1-forma invariante w € Q}%(G) in un punto
x € G allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y € G. In particolare, w € Q;(G)

se e solo se

Ve € G, w(r) =w(1)oT,(R,1)
Dato un covettore w € T7(G) possiamo costruire una 1-forma invariante per moltiplicazioni a destra
w, € Q;(G) ponendo

w, g woTy(Ry)

Dimostrazione.

(Ry)" (w,)(x) = ((T"(Ry)) " ow, 0 Ry)(x)
= (T"(Ry))" (w,(g-2))
= YTu(Ry))(w,(z - 9))
= w, (z-g)oT:(Ry)
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= wWoTg(Rizg) o Th(Ry)
= woT,(Rig10R,)

= woT,(Ry1,1)0Ry)
= woTy(Ry10Ry10Ry)
= woT,(R,)

= w,(z)

Calcolando la controimmagine (L,)* (w,,) otteniamo, invece,
(Lg)" (w,) = (woady),

Dimostrazione.

(Ly)" (w,)(z) = ((T*(Ly)) " ow, 0 Ly)(x)
= (T"(Ly) " (w, (9 )
= (Tu(Ly))(w, (9 - 2))
= w, (9 7)o Tu(Ly)
— wo Ty (Rigwyt) 0 Tu(Ly)

39
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La 1-forma w_ ¢ I'unica 1-forma invariante per moltiplicazione a destra tale che il valore nell'identita
1 € G sia il covettore w € T7(G). L'insieme Q. (G) delle 1-forme invarianti a per moltiplicazioni
a destra su G risulta essere, quindi, un sottospazio vettoriale reale di dimensione finita n = dim(G)

dello spazio vettoriale reale di dimensione infinita Q(G).

Si vede immediatamente che che lo spazio vettoriale Q;(G) ¢ il duale dello spazio vettoriale X (G).
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Dimostrazione. La funzione lineare che mette in dualita separante Q}%(G) e X,.(G) ¢

g » U,(9)d w,(9)
e si ha
U,(9)dw, (9) = w,(9)(V,(9))
= (wo Ty(Ry1))(Ti(Ry)(V))
= (woTy(Ry1) o Ti(Ry))(V)
= (woTi(Ry1 0 Ry)) (V)
= w(?)

Osservazione 3.5. [1-forme invarianti in ! (H) per sottogruppi di Lie H C G]
Una proprieta molto importante delle 1-forme w € Q}%(G) ¢ quella di essere restringibili ai sottogruppi
di Lie H C G del gruppo di Lie G (e, ovviamente, a tutte le altre sottovarieta di ). Indicando con

. H — (G l'iniezione canonica di H in G o, equivalentemente, la restrizione j = (idg Siccome la
] Y q Y ]

b
funzione j ¢ di classe C*, possiamo definire la restrizione w,,, € Q' (H) imponendo che sia w, = Jj (W)
La 1-forma w I © manifestamente invariante per moltiplicazione a destra per elementi h € H e, quindi,

si ha che w|, € QL (H).
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Ovviamente si puo avere w), € Q! (H) anche quando w ¢ Q. (G).

Osservazione 3.6. [1-forme invarianti in Q%L(GL(n; R))]

Quando si suppone che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R), per ogni w € T*(GL(n;R)) =

(TH(R"))* = TM(R") si ha

w. T > (T, w).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

w. =7l wl dr’ = tr (:c_l-w-d:z:) = tr (w-dx-:c_l)

dove, come nel caso precedente, le z¥ sono le componenti della matrice inversa della matrice o che ha
come componenti le 2. Infatti, calcolando la controimmagine (R,)" (w,) otteniamo
(R) (@) = (Ry) (in(w-dz-a)

= tr(w-d(z-g)-(x-9)7")

= tr (w- dr-g-g*- a:_l)

= tr (w' dx - afl)
@,
Calcolando la controimmagine (L,)* (w,,) otteniamo, invece,

(Lo)" (w,) = (Ly)" (tr(w-dx-27))
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— w(ed(gen)- (o))
= tr(w-g-dm-xil-gfl)
= tr((¢" w-g)de-at)

= (adg(w)),

Anche in questo caso, se non ¢ strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo
matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.

Osservazione 3.7. [1-forme invarianti in ! (SO(3,R))]
La matrice dz - 271, le cui componenti sono una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazione a

destra del gruppo GL(3;R), si puo restringere al sottogruppo di Lie SO(3,R) ottenendo la matrice

antisimmetrica
0 wh  wh
dR(0,¢,9)-R(0,0,0) " = | wh 0 —wh (13)
w% g}% 0

dove le 1-forme
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wh = —cos(¢)sin(0)dip + sin(¢)dd (15)
wh = cos(0)dy + do (16)
formano una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazione a destra p € Q}%(SO(S, R)).

La base duale (g,, By, B3)
0 | sin(y)cos(f) & sin(¢) &

i = szt =G 86 (o) 90 (17)
L 0 cos(¢p)cos(@) O  cos(¢p) O

Py = sm(<b)%+ sn(0) 06 sin(0) 00 (18)
B = 5 (19

della base (u_J}%, g%, g%) fornisce una base per i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

£c X,(SO(3;R)). Le costanti di struttura —c¥, si ottengono dalle identita
1, Po] = —p3 ’ 1, 3] = Py ) B2, Ps] = —py (20)

0, equivalentemente, cffs — §h \/gslm = \/garsl 5ik.

Osservazione 3.8. [Formula di Maurer-Cartan per le basi duali in Qx(G)]
Data una base (€1, ..., €,) dello spazio tangente T)(G), consideriamo nello spazio cotangente T (G)

la base duale (g, ...,&"). Le 1-forme Q; = (&'),, sono una base di Q}%(G) ed i loro differenziali esterni
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SONO
v 1 3 T s
dQR, = 2Crs Qn A QR,

dove i coefficienti —c., sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie X, (G) rispetto alla base p;, =

(€;),. Questa identita, che ¢ nota come formula di Maurer—Cartan, ¢ stata dimostrata, in un contesto

pitl generale, negli appunti di Calcolo sulle varieta differenziabili [8].

4 Azioni di gruppi di Lie su varieta

In questa sezione studieremo le azioni, per moltiplicazioni a sinistra o a destra, dei gruppi di Lie su

varieta.

4.1 Azioni a sinistra di gruppi di Lie su varieta

Un’azione a sinistra di un gruppo di Lie G' su una varieta X € una funzione di classe C*

m : Gx X > X

(g.x) > g-T

che gode della proprieta associativa

m(ga, m(g1,x)) = m(m(ge, g1), ) Vag,neG@ NVreX
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L’azione a sinistra m induce due famiglie di moltiplicazioni analoghe alle moltiplicazioni a sinistra
ed a destra sul gruppo G.

Per ogni elemento a € G possiamo definire la moltiplicazione a sinistra per ’elemento a

L, : X X

~

T > m(a, )

e per ogni x € X possiamo definire la moltiplicazione a destra per I’elemento x

R, : G X

~

a > m(a,x)
L’associativita della moltiplicazione m ci permette di dedurre che Va,b € G e Vo € X valgono le

seguenti identita

LooLy = Ly
R,oR, = Ry,
RyoL, = LyoR,
Siccome si ha

L, =idx,

le moltiplicazioni a sinistra sono dei diffeomorfismi di X con funzioni inverse

(L)' = Lo
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Le moltiplicazioni a destra R, : G — X permettono di trasformare ogni vettore tangente ¥ €

T,(G) in un campo di vettori ¥, € X(X) definito da:

U, :x » T, (R,)(D)

X

che ¢ analogo al campo di vettori ¥, € X, (G). La funzione v — ¥, ¢ lineare.

Calcolando le immagini (L,).(¥,) si ottiene
(Eg)*(ﬁx) = (adg<6))x

Dimostrazione. Infatti si ha:

(Lg)«(T))(x) = (T(L,
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= Tl (RT O Adq)("_j)
= Ti(R;)(ady(?))

= (ady(9))«(2)

Vale la seguente proprieta
[V, w,] = (|9, 8],)

[ campi di vettori ¥, permettono di verificare se una funzione f € C*(X;R) ¢ invariante per le
moltiplicazioni a sinistra L,. L’identita (L,)*(f) = f Va € G ci dice che Va € G e Vo € X deve valere
l'identita

f@) = ((La)"(f)) () = f(La(2)) = f(Ra(a)) (21)

Se consideriamo una curva vy : I — G possiamo, quindi affermare che Vx € X eVt €

F(Ra(y(1))) = f(x) (22)
Considerando curve 7 basate nellidentita 1 € G e definendo v = ‘fl—yt:o € T\ (G), possiamo affermare
che Vx € X e VU € T, (G)

d(foRy07)
dt

0= = To(f)(T2(Ra)(9)) = Tu(f)(9x (2)) = (¥x(f)) () (23)
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0, equivalentemente,
Ux(f) = £y (f) =0 Vo € T\ (G) (24)
La condizione che coinvolge la derivata di Lie puo essere estesa a tutti i campi di tensori invarianti per

moltiplicazioni a sinistra sulla varieta X.

Osservazione 4.1. [Azione naturale a sinistra di GL(n;R) su R"|

Quando il gruppo di Lie G ¢ il gruppo GL(n;R) e la varieta X ¢é lo spazio vettoriale R" si ha

L, :x > a-x

R, :a > a-x
dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a ¢ una matrice quadrata n X n con determinante diverso

da 0 ed x ¢ una matrice colonna n x 1. Il campo di vettori v, ¢é

X > (z,0 - T).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) e su R" possiamo scrivere

U, (r) = v )(‘9:1:7" = viab 0,
6., w,] = [viaF d,, wix” 5a]
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= (vpa") (o) 0, — (v ¢ w)

(w§ — vz,

- ([67 w]R)X

Osservazione 4.2. [Azione naturale a sinistra di GL(n;R) su R" @ (R™)*|
Quando il gruppo di Lie G ¢ il gruppo GL(n;R) e la varieta X ¢ lo spazio vettoriale L(R™;R") =
R™ @ (R™)* si ha

L, :x 1 > a-T

R, a > a-x

xr

dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a ¢ una matrice quadrata n X n con determinante diverso
da 0 ed x ¢ una matrice “rettangolare” n x m (n righe ed m colonne).

Il campo di vettori v, &

U, 1 > (z,0 - T).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

0 -
'UX(.CC) = 'U]Z.I'aﬁ—xg = szaag
Gy, @] = [vjah 07, wizG 0]
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4.2 Azioni a destra di gruppi di Lie su varieta

Un’azitone a destra di un gruppo di Lie G su una varieta X € una funzione di classe C*

m : X XG > X

(z,9) > x-yg

che gode della proprieta associativa
m(m(x, g1), g2) = m(z,m(g1,92)) Vg, €G AN VreX

L’azione a destra m induce due famiglie di moltiplicazioni analoghe alle moltiplicazioni a sinistra
ed a destra sul gruppo G.

Per ogni elemento x € X possiamo definire la moltiplicazione a destra per I’elemento x

L, : G » X

a > m(x,a)
e per ogni a € G possiamo definire la moltiplicazione a destra per I’elemento a

X

~

R, : X

T o > m(x,a)
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L’associativita della moltiplicazione m ci permette di dedurre che Va,b € G e Vo € X valgono le

seguenti identita

Siccome si ha

Rl — idX 3
le moltiplicazioni a sinistra sono dei diffeomorfismi di X con funzioni inverse
— _1 —
(R) " = o

Le moltiplicazioni a destra L, : G — X permettono di trasformare ogni vettore tangente ¥ €

T,(G) in un campo di vettori ¥, € X(X) definito da:

DX s T (L) ()

Uy

che ¢ analogo al campo di vettori ¥, € X, (G). La funzione ¥ — v, ¢ lineare.

Calcolando le immagini (R,).(¥,) si ottiene

(R):(V) = (ady-1(¥))
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Dimostrazione. Infatti si ha:

(Ry)(6,))(x) = (T(R,

Vale la seguente proprieta

93
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[ campi di vettori ¥, permettono di verificare se una funzione f € C*(X;R) ¢ invariante per le

moltiplicazioni a destra R,. L’identita (R,)*(f) = f Va € G ci dice che Va € G e Vx € X deve valere

I'identita
f(x) = ((R)"(f)) () = f(Ra(2)) = f(Ls(a)) (25)
Se consideriamo una curva vy : I — G possiamo, quindi affermare che Vo € X eVt €
F(La(7(#) = f(2) (26)

Considerando curve 7 basate nell’identita 1 € G e definendo v = (fi—ﬂtzo € T, (G), possiamo affermare

che Vz € X e Vv € T, (G)

d(f o Ex o)

0=
dt

= To(f)(Tu(La) (V) = To(f) (Ux(2)) = (Bx(f)) () (27)

0, equivalentemente,
Ux(f) = £5,(f) =0 v € T\(G) (28)
La condizione che coinvolge la derivata di Lie puo essere estesa a tutti i campi di tensori invarianti per

moltiplicazioni a destra sulla varieta X.

Osservazione 4.3. |Azione naturale a destra di GL(n;R) su (R")*|

Quando il gruppo di Lie G ¢ il gruppo GL(n;R) e la varieta X ¢é lo spazio vettoriale (R™)* si ha

R, :x 1 > X a

Il

s L a > T-a
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dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a € una matrice quadrata n X n con determinante diverso

da 0 ed x & una matrice riga 1 x n. Il campo di vettori v, ¢é

U, :x > (z,2 - v).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) e su (R™)* possiamo scrivere
v, (1) = z,0,— = 1,0 ok
X( ) k axk k

= [0} 8", zow) O]

2,05 0F) (zw?) 0" — (v 5 w)

[V, W]

X

Osservazione 4.4. |Azione naturale a destra di GL(m;R) su R" @ (R™)*]
Quando il gruppo di Lie G & il gruppo GL(m;R) e la varieta X ¢ lo spazio vettoriale L(R™;R") =
R” ® (R™)* si ha

R, :x > T-a

gl

r oLa > T-a
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dove - indica il prodotto di matrici, la matrice a € una matrice quadrata m X m con determinante
diverso da 0 ed z ¢ una matrice “rettangolare” n x m (n righe ed m colonne).

Il campo di vettori ¥, ¢

DX > (r,x - ).

cl

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere



Marco FERRARIS o7
4.3 Spazi delle orbite e stabilizzatori

L’orbita di un punto x € X per un’azione a sinistra m : G x X — X & il sottoinsieme di O, C X
definito da
O, =m(G,{z}) ={y =m(g,z) € X|g € G}

e lo stabilizzatore del punto x € X é il sottogruppo S, C G
Se ={g € G|mlg z) =z}
Se 'azione é un’azione a destra m : X x G — X, l'orbita O, C X é definita da
O, =m({z}, G) ={y =m(r,g9) € X |g € G}
e lo stabilizzatore é il sottogruppo chiuso S, C G
Sz ={9 € G|m(z,g) =z}

Le proprieta delle azioni a sinistra sono in corrispondenza biunivoca con proprieta analoghe delle azioni
. 9 . . . — . — /. _1 < 9 .

a destra perché data un’azione a sinistram : (g, ) — g-x la funzione m’ : (z,g) — ¢~ - ¢ un’azione

a destra. Analogamente se m : (z,g) — x-g & un’azione a destra la funzione m’ : (g, z) — z-g~1 &

un’azione a sinistra.

e Se esiste un punto x € X tale che O, = X diciamo che l'azione & transitiva; in questo caso,

Vye X siha O, =X.
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e Se l'intersezione N _, .S, = {1} diremo che 'azione ¢ effettiva; I'intersezione H = N__, S, & sempre

zeX

un sottogruppo normale chiuso di G.
e Se per ogni € X si ha S, = {1} diremo che 'azione ¢ libera.

La relazione definita da x; ~ x9 & 29 € O,, € una relazione di equivalenza in X. Lo spazio
delle orbite ¢ I'insieme quoziente X/ ~, che verra indicato con X /G, con proiezione 7 : X — X/G.
L’insieme quoziente X/G ammette una struttura di varieta differenziabile (si veda [1]) tale che la
proiezione 7 : X — X/G sia una funzione di classe C* con mappa tangente suriettiva se e solo se
il grafico della relazione di equivalenza z ~ y < y € O, ¢ una sottovarieta chiusa di classe C*> della
varieta prodotto X x X.

Si dimostra (vedere |1]) che gli stabilizzatori S, sono sottogruppi di Lie del gruppo di Lie G e che
le orbite O, sono sottovarieta differenziabili della varieta X che sono diffeomorfe agli spazi omogenei
G/S;.

La funzione z — dim(.S,;) ¢ semicontinua inferiormente: se dim(S,) < k allora esiste un intorno
aperto U C X del punto x tale che per ogni y € U si abbia dim(S,) < k. Di conseguenza, la funzione
r +— dim(O,) = dim(G) — dim(S;) é semicontinua superiormente.

L’insieme X’ C X dei punti di € X in cui dim(S,) raggiunge il minimo, o dim(Q,) raggiunge il
massimo, € un sottoinsieme aperto non vuoto ed il quoziente X'/G & una varieta. Ovviamente se la

funzione x — dim(5;), o x — dim(QO,), ¢ una funzione costante allora X/G ¢ una varieta.
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Osservazione 4.5. [Azioni sui quozienti di gruppi rispetto a sottogruppi]

Quando H é un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie G, possiamo considerare due azioni di H su

(G, una a sinistra ed una a destra

- H x G
G x H

G
G

m

~

L

m

~

R
che si deducono dalla moltiplicazione m : G xG — . La due azioni sono azioni libere che ammettono
varieta quoziente indicata con H\G, per I'azione a sinistra, e G/H, per 'azione a destra.

Quando il sottogruppo di Lie H ¢ un sottogruppo normale la varieta delle orbite ¢ il gruppo quoziente

G /H, che é un gruppo di Lie, altrimenti la varietd quoziente ¢ uno spazio omogeneo con un’azione a

sinistra
G xG/H > G/H
(9, [=]) » g -4
oppure con un’azione a destra
H\G x G >y H\G
([z], ) » 2]

Le due azioni sono ben definite per I'associativita dell’operazione di moltiplicazione del gruppo.
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5 Fibrati principali

Un fibrato principale con gruppo di struttura G ¢ una varieta fibrata (P, M, ) dotata di un’azione
libera a destra P x G — P con varieta delle orbite M. Le fibre P, = 7~ 1(x) sopra ai punti z € M

sono diffeomorfe al gruppo G perché su di esse 'azione di G' su P induce un’azione libera e transitiva.

Fra i fibrati principali ci sono i fibrati principali banali dove P = M x G e l'azione é definita da

(M xG) xG » M xG
((=,9).7)

Un isomorfismo di fibrati principali con gruppo di struttura G ¢ un isomorfismo di varieta fibrate

~

(z,9-7)

P1 E P2
M 7 M

tale che per ogni p € P; e per ogni g € G sia F(p-g) = F(p)-g.
Anche se nella maggior parte dei casi si richiede che sia f = idyy, il diffeomorfismo f € Diff (M)

non deve necessariamente coincidere con id;.
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Si dimostra facilmente che un fibrato principale (P, M, ) con gruppo di struttura G ¢ un fibrato
differenziale (P, M, m,G) con fibra tipo G. Su aperti “abbastanza piccoli” U C M si possono definire
sezioni locali o : U — 7w~ 1(U) di classe C*>°, ma, come vedremo pitl avanti, non ¢ detto che esistano
sezioni globali 0 : M — P di classe C*™ (o anche solo continue).

Dato un sistema di coordinate (W,v) = (W, 2%, 4"), attorno ad un punto p € P, fibrate su un
sistema di coordinate (U, ¢) = (U, x%), attorno al punto 7w(p) € M, una sezione locale 0 : U — W C
T H(U)

W Ld R™ % R"
o ™ pry ,(/}0009071
m
U 2 R

é definita univocamente da una sezione del tipo
pooopt: (a%) — (a%,0'(a”)).

Fissata una sezione locale o : U — W, possiamo definire la funzione

~

Vy: UxG 7 HU)

~

(z,9) o(z)-g
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che risulta essere un isomorfismo di fibrati principali con gruppo di struttura G. L’isomorfismo

wo = (&0)71 : 71_71([]) »y U x G

¢ una trivializzazione locale della varieta fibrata (P, M, 7). Quindi un fibrato principale ¢ effettivamente
un fibrato differenziale che ¢ banale se e solo se ammette una sezione globale di classe C™.
Se consideriamo due trivializzazioni distinte ¢y : 7 H(U) — U x G e ¢y : 7 H({U) — U x G su

un aperto U C M, le due funzioni

Yor = a0 (Y1) 1 UXxG —UxG

Yo =110 W) UxG—UxG
sono isomorfismi di fibrati principali banali e, quindi, devono esistere due funzioni 1y, 112 € C*(U; G)

tali che per ogni punto z € U sia ¢12(x) = (Ya1(x)) ! e che

Uo1(z, g1) = (x,921(x) - g1) = (2, Ly, ) (91))

Y12(7, g2) = (%@12(55) Fg2) = (%L@u(g;)(gﬁ)

per ogni € U e per ogni g1, go € G. Considerando le sezioni locali o; : U — 7 1(U) associate alle

trivializzazioni locali (cioe: le sezioni locali definite da o;(z) = (¢;) *(z, 1)), possiamo affermare che

oi(z) = 0j(x) - Yji(x).
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Le mappe tangenti T, (L,) : T, (G) — V,(P), che sono lineari e biiettive, permettono di costruire
un isomorfismo

PxT,(G)— V(P)

di fibrati vettoriali su P

P xT,(G)

(p,9)

I campi di vettori del tipo ¥p, che sono definiti da

=
=

=
i
N
=
Il
el
=
=

p(p) = T1(Ly) (D),

sono campi di vettori verticali. Rappresentando il campo di vettori ¥p in una trivializzazione otteniamo

. =

6P($7 g) = Az(g)
ed I'espressione ¢ indipendente dalla trivializzazione utilizzata.
Esempio 5.1. [Il fibrato delle basi L(M))]

Data una varieta M, di classe C* e dimensione m, definiamo il fibrato delle basi della varieta come

'unione (per costruzione disgiunta)

L(M) = | B(T.(M))

xeM
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di tutte le basi degli spazi tangenti ai punti della varieta. L’insieme L(M) ha una struttura naturale

di varieta fibrata su M in quanto € un sottoinsieme aperto, e denso, del prodotto cartesiano fibrato

T(M) Xy -+ Xy T(M) di m copie del fibrato tangente T'(M)
L(M)CT(M) Xy Xy T(M)

che si proietta su M.
Su ognuna delle fibre B(T,(M)) di L(M) c¢’é un’azione a destra differenziabile, libera e transitiva
del gruppo di Lie GL(m;R)

h

B(T.(M)) x GL(m;R) B(T:(M))

Sulla varieta fibrata Ay : L(M) — M ¢’é un’azione libera naturale, a destra, del gruppo di Lie

~

(€r) = (€agp)

GL(m;R) che induce una struttura di fibrato principale con gruppo di struttura GL(m;R).
Sul fibrato principale Ay : L(M) — M ci sono delle coordinate fibrate “naturali” (xo‘, eg‘) che sono
indotte dai sistemi di coordinate fibrate naturali (z®,v®) su T(M). Con queste coordinate i vettori

della base sono

con det(ey) # 0,

((@e). (1)) > (2 e gf)
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Le coordinate fibrate naturali (z, %) corrispondono a delle trivializzazioni locali del fibrato principale

Ay L(M) — M e le trasformazioni di coordinate fibrate naturali sono del tipo:

(xo‘,ebﬂ> | > (x’a,,e'bﬂ/) = <a:’o‘/(zc),a;7/gl(x) ef)

Le basi per i vettori associate ai sistemi di coordinate (0,, 8%), sono legate da leggi di trasformazione

99N _ (o 0 T 50 0a" 9
3xa’ 865 o or® ax/a/u 8950‘8965 baeéﬁ/ 8.I'ﬁ aegﬂ,

Per le basi duali si ha

del tipo

, / Oz’ 52’8 ox'"
I 555 o o I} « B
<dx ey ) B <8x0‘ R R S deb)

Le moltiplicazioni a destra R, : L(M) — L(M) e le moltiplicazioni a sinistra L, : GL(m;R) —
L(M) sono definite da:

f_ig : (xo‘, 65 ) > (xo‘, eg gg)
L, : (gf;) : : (:I;O‘, el g,‘;) con p = (x,e)
mentre i campi di vettori v Lan SOno rappresentati da
~ 0 Nk vk
Uy (2,0) =€) UZ@ = vhe, 9f =i,
k

[ campi di vettori verticali Xs sono globalmente ben definiti e sono una base per il modulo Xy (P).



Marco FERRARIS 67

Esempio 5.2. [l fibrato principale S3 — S?|
L’insieme M = C x C\ {(0,0)} puo essere visto come una varieta differenziabile reale di dimensione
4 ed il gruppo abeliano C* = C \ {0} come un gruppo di Lie reale di dimensione 2.

Sulla varieta M possiamo considerare 1’azione differenziabile a destra del gruppo di Lie C* definita
da

(21,22) - w = (21 - w, 22 - W) (29)

L’azione ¢ libera ed ammette come varieta® quoziente la sfera S?. La funzione analitica reale

T M > CxR
2217 |zo|> =212
I \
(Zl’ 22) | : (|Zl|2+|2227 |21 [ +|22]?

definisce una delle possibili proiezioni naturali della varieta M sullo spazio delle orbite S? ¢ C x R
T: M — S?

e (M,S?%,7) ¢ un fibrato principale con gruppo di struttura C*.
Se consideriamo la restrizione dell’azione (29) al caso in cui (21, 22) € S* C M (cioé: |21 >4z = 1)

ew € U(1l) C C* (cioé: |w| = 1) abbiamo una proiezione

T M>DS? ) S2cCxR

(30)

~

(21, 22) (221527 |20]* — ‘21‘2)

3Lo spazio quoziente M/C* ¢ lo spazio proiettivo complesso P'(C) o, equivalentemente, la sfera S? vista come sfera di Riemann.
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Per vedere che la proiezione (30) ¢ suriettiva possiamo osservare che

1. i punti di S? che si proiettano sul polo nord (0,1) € S? sono tutti i punti del tipo (0, u) tali che
uweU(l);

2. i punti di S? che si proiettano sul polo sud (0, —1) € S? sono tutti i punti del tipo (u,0) tali che
ueU(1);

3. se il punto (w,r) € S*\ {(0,1),(0,—1)}, allora esiste un angolo 1 tale che |w| = sin(2¢),
r = cos(2¢) e (w,r) = (sin(2y) w, cos(2¢)), con w € U(1); possiamo allora dire che i punti di

S3 che si proiettano su (w,r) sono i punti del tipo (sin(1)) @ u, cos(p) u) con u € U(1).

L’azione a destra (29) di U(1) su S® definisce una struttura di fibrato principale con gruppo di
struttura U(1) = S!. Questo fibrato non ammette sezioni globali di classe C* perché, altrimenti, la

varieta S® sarebbe diffeomorfa a S? x S' e questo non é possibile.

Esempio 5.3. [Il fibrato principale ST — S4|
Indichiamo con H il corpo dei quaternioni di Hamilton. L’insieme M = H x H \ {(0,0)} puo essere
visto come una varieta differenziabile reale di dimensione 8 ed il gruppo H* = H\ {0} come un gruppo

di Lie reale, non abeliano, di dimensione 4.
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Sulla varieta M possiamo considerare 1'azione differenziabile a destra del gruppo di Lie H* definita
da

(21,22) - w = (21 - w, 29 - W) (31)

L’azione ¢é libera ed ammette come varieta quoziente la sfera S*. La funzione analitica reale

T M > H > R
22125 |Z2|2_|Z1|2
| \
(21,22) ' (|z1|2+|z22’|zl|2+|z2|2

definisce una delle possibili proiezioni naturali della varieta M sullo spazio delle orbite S* ¢ H x R

T M — S

e (M, S* ) ¢ un fibrato principale con gruppo di struttura H*.
Se consideriamo la restrizione dell’azione (33) al caso in cui (21, 22) € ST C M (cioé: |21 > +]z)* = 1)

ew € 83 C H* (cioé: |w| = 1) abbiamo una proiezione

T M>S’ SY{CcHxR

~

(32)

~

(21, 22) (22122, | 22> — |21]?)

Per vedere che la proiezione (32) é suriettiva possiamo osservare che

1. i punti di S” che si proiettano sul polo nord (0,1) € S* sono tutti i punti del tipo (0,u) tali che

u € S3;
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2. i punti di S” che si proiettano sul polo sud (0, —1) € S* sono tutti i punti del tipo (u,0) tali che

u € S3;

3. se il punto (w,r) € S*\ {(0,1),(0,—1)}, allora esiste un angolo v tale che |w| = sin(21),
r = cos(2¢) e (w,r) = (sin(2¢) 0, cos(2¢))), con w € S*; possiamo allora dire che i punti di S”

che si proiettano su (w,r) sono i punti del tipo (sin(¢)) @ u, cos(¢)) u) con u € S3.

L’azione a destra (33) di S® su S” definisce una struttura di fibrato principale con gruppo di
struttura* S? e base S*. Questo fibrato non ammette sezioni globali di classe C* perché, altrimenti,

la varieta S7 sarebbe diffeomorfa a S* x S% e questo non ¢& possibile.

Esempio 5.4. |1l fibrato (non principale) S — S¥|
Quando proviamo a ripetere lo stesso ragionamento sostituendo il corpo H dei quaternioni con I'algebra
non associativa @ degli ottonioni il procedimento non funziona perché, a causa della non associativita

dell’operazione di prodotto su O* e su S7, la funzione
(21,22) - w = (21 - w, 29 - W) (33)

non ¢ un’azione.

“ricordiamo che il gruppo di Lie S & isomorfo al gruppo di Lie SU(2).



Marco FERRARIS 71

Definiamo ancora M = O x O\ {(0,0)} ma il fibrato

T M>DSH 5 S8SCOxR

(34)

(Zl, 22) I > (22152, |22‘2 — |21‘2)
che si ottiene non ¢ pitt un fibrato principale perché S” non & un gruppo.
Per vedere che la proiezione (34) ¢ suriettiva possiamo possiamo procedere come abbiamo fatto nel
caso S — §? e ST — G4
1. i punti di S* che si proiettano sul polo nord (0,1) € S® sono tutti i punti del tipo (0, u) tali che

ue ST

2. i punti di S'° che si proiettano sul polo sud (0, —1) € S® sono tutti i punti del tipo (u,0) tali che

uwe ST

3. se il punto (w,r) € S®\ {(0,1),(0,—1)}, allora esiste un angolo 1 tale che |w| = sin(2¢),
r = cos(2¢) e (w,r) = (sin(2¢) w, cos(2¢))), con w € ST; possiamo allora dire che i punti di S°

che si proiettano su (w,r) sono i punti del tipo (sin(v) @ u, cos(¢)) u) con u € S7.

5.1 Campi di tensori invarianti sui fibrati principali

[’azione a destra P x G — P del gruppo di struttura G su un fibrato principale (P, M, 7) permette

di considerare campi di tensori su P che sono invarianti rispetto a tutte le moltiplicazioni a destra
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R,: P— P.
Le funzioni invarianti sono tutte e sole le controimmagini 7*(f) = fom delle funzioni f € C*(M;R).
Per verificare se una funzione f € C*(M;R) ¢ invariante per 'azione a destra di G su P bisogna

verificare che per ogni g € G sia (R,)*(f) = f. Quindi per ogni punto p € P sia

((Rg)* () () = f(Ry)(0)) = F(Lp)(9))

Se consideriamo ora una curva t — ~y(t) basata nellidentita 1 € G e difiniamo ¥ = (dzl—it)) e TG,
t=0

si ha che deve essere U,(f) = 0 per ogni ¥ € T,G.

Per studiare le 1-forme ed i campi di vettori invarianti per l'azione del gruppo G conviene rap-

presentare gli oggetti attraverso trivializzazioni locali ¢ : m=1(U) » U x G del fibrato

principale, tali che sull’aperto U € M ci sia un sistema di coordinate (U, z!, ..., 2™).

5.1.1 Campi di vettori invarianti sui fibrati principali

Dato un campo di vettori £ € X(P), consideriamo il campo di vettori ¢, (€) € X(U x @) che si pud

scrivere come segue

—

%(f) = £a<x7 9)504 + ék(xvg)ﬁk(g)

dove (py,...,pP,) € una base per Xz(G). Con un abuso molto diffuso di notazione identificheremo

sempre il campo di vettori E col campo di vettori zp*(é’)
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Come sappiamo, la moltiplicazione a destra R, : U x G — U x G ¢ definita

R,=idy x Ry : (x,9) > (2, Ry(9) = (2,9 7)

L’immagine del campo 1, (E ) attraverso la moltiplicazione a destra

R,=idy xR, : UxG

~

UxG
(2, Ry(9)) = (2,9 7)

~

(z,9)
¢ definita da

(R).(8) = (Ry). (6"(x,9)0 + 5’“(:1: 9)Bi(9))
= (R)(€°(2,9)) 0 + (). (€5(2.9)) Bulo)
= (2,97 )00+ (2,977 Br(9)
Quindi il campo 5’ & invariante se e solo se i coefficienti £ e € non dipendono dal punto ¢ € G, cioe:
£ =¢(2)0a + £ (2)Br(9)
In particolare, i campi di vettori 5 invarianti sono campi proiettabili.
Esempio 5.5. [Campi di vettori invarianti su L(M)]

. : . . . : . 8 -
Scegliendo di lavorare con sistemi di coordinate fibrate naturali (z% e;) su un aperto (M)~ H(U),

definiamo i coeflicienti 6% come le componenti della matrice inversa della matrice (e, ): cioe tali che

a o __ sa )3 kB
60 €y, = ()b € (”l,f 0(1 - 50
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Un campo di vettori £ € X(L(M)) avra un’espressione del tipo

—

£ = fﬁ(x,e)aﬁ +§,f(:1:,e) 8§
— 5*8(56, e)aﬁ + f,f(:r:, e) 9% Xf

= (x, )05 + &) (x,¢) OF pS

dove abbiamo utilizzato i campi di vettori verticali globali

che sono una base di Xz(GL(m;R)).

Il campo di vettori 5 ¢ invariante per le moltiplicazioni a destra Rg se e solo se
§= ()0 + () B3 = € (@) + () € T
I campi di vettori del tipo ¥p sono campi di vettori verticali definiti da

ﬁp: P

(27, e0)

~

T(P)

~

(a:o‘ el 0, el v,‘;)

y Ca
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0, equivalentemente, da

= _ B.a _a 09k _ avk
vp(z,e) = e, v o7 vper 0y = UL A,
)e!
k

e, in generale, non sono invarianti per le moltiplicazioni a destra I,,.

5.1.2 1-forme invarianti sui fibrati principali

Quando vengono rappresentate attraverso una trivializzazione locale v, le 1-forme invarianti per le

moltiplicazioni a destra ]:Q su un fibrato principale (P, M, ) sono 1-forme del tipo
W = We(x)dz® + w;(2)0%(g)

Ovviamente le 1-forme orizzontali w € Qj;(P) sono invarianti per le moltiplicazioni a destra R.,, ma

ci sono 1-forme invarianti che non sono orizzontali.

Esempio 5.6. [1-forme invarianti su L(M )]
Scegliendo di lavorare con sistemi di coordinate fibrate naturali (:c“e]j) su un aperto (Ay)~1(U),

definiamo i coefficienti 6% come le componenti della matrice inversa della matrice (e, ): cioé tali che
a 0 __ Sa )‘3 k _ B
90. €, = 51) (& 6A90 — 5(Y
Una 1-forma w € Q'(L(M)) avra un’espressione del tipo

o = wnlec)ds’ + ah(r.c) de
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= wg(x, e)d.rg o &Jl}(r, e) 6,3<QL>2

= wy(x,e)dz” + 03];(1 e)ed (05)°
dove abbiamo utilizzato 1-forme locali
(8r); =0, de]  (Op=dewe ™) (35)

e le 1-forme locali

i i -1
00— 0hdey (0, — e @ de). (36)
La 1-forma w ¢ invariante per le moltiplicazioni a destra Rz, se e solo se

w = wy(x)de” + OF () (Bp(e))s = ws(w)dz’ + &5 (x) 6, de;

5.1.3 Connessioni principali sui fibrati principali

Una connessione su un fibrato principale (P, M, 7) con gruppo di struttura G ¢ una connessione
principale se la distribuzione H(P) = U,epH,(P) dei sottospazi orizzontali ¢ invariante sotto 'azione

di tutte le moltiplicazioni a destra Rg

Vge G T(R)H(P)=H(P) < VgeGpeP T(R)(H,(P)) = Hy,(P)
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Usando una trivializzazione locale ¢ : 71 (U) — U x G, campi di vettori Dy = 9, — T (x,4)d; € H,,

che sono una base per i vettori orizzontali in H,, si possono sempre riscrivere come

D = 0 — Li(, 9) Brl9)
Affinché una connessione sia una connessione principale & necessario e sufficiente che per ogni v € G
deve essere (Ry)*(ﬁa) — D, e, quindi, i coefficienti I (, g) devono essere indipendenti dal punto
g € G. Cioe, deve essere
Do = 0o — Al(2) Pi(9)

[ coefficienti A¥ (x) sono le componenti della connessione principale (rispetto alla base locale p,(g) che
dipende dalla trivializzazione ).

Per ogni campo di vettori £ € X(M) il sollevamento orizzontale £, € Xy(P) di € ¢ il campo di
vettori proiettabile

§(x) Dy = () (9 — AL(@) pil))

che ¢ invariante per le moltiplicazioni a destra R.. I coefficienti Aﬁ(x) non sono le componenti di un
tensore, ma le differenze di connessioni principali sono 1-forme orizzontali a valori in V(P). Cioé: le
differenze di connessioni principali sono elementi di Xy (P) ® Q(P).

Il tensore di curvatura della connessione AL si ottiene calcolando i commutatori

D D] = |0, = AL(@) Bil9), 0, — Alx) B (0)|
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= [0,0,] = (8, AL(2)) B;(9) + (0, A (2)) Bil9) + Ay () Al(2) [Bi(9), B;(9)]
= —(0u AY(x) — 8, AL(2))Bi(9) — A} () AL ()38, (9)
= — (0. AV(x) = 8, Af(2) + A, () Al (2)) pr(9)
= —Fu,(2) Bily)
Il tensore di curvatura, che ¢ anch’esso invariante per le moltiplicazioni a destra R., ha come compo-

nenti i coefficienti

(@) = 0, Aj(x) — 0y Ay(x) + iy Al (x) A (x)

ij

che sono le componenti di una 2—-forma orizzontale a valori in V' (P). Ciog, si ha:
F(z,9) = 3F,,(v) dz" A dz” @ py(g)

La base anolonoma (ﬁu,ﬁk(g)) di X(P) ha come base duale la base (dz®, w’) di Q'(P) dove le
1-forme w’ sono definite da
w' = A (2)dz" + Op(g)

[ differenziali dw’ sono

dw' = dA!(z) Ada® + d'(g)
= 9, Al (z)da" Adx” + et 0%(g) A Bx(g)

2%rs

— %(%Ai(x) — 8VAi(x)>dx“ Adx’ + L (g’" — AL(x)d:z:“) A <gs — Ai(x)da:”)

2%rs
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2

= 1 ((%Af,(a:) — (9,,Ai (x) + cf;SAL(x)Ai(dex“ A dz”

—cl WA A (2)da” + il W A W

2rs

F/fw(x) dz' A dz” — ¢l w" A AS(2)dz” + 3w AW’

DN —

La parte orizzontale dei differenziali dw’ ci danno le 2-forme di curvatura

F'(z) = %F;V(x) dxt A dx”

Esempio 5.7. [Connessioni principali sui fibrati L(M)]
Data una connessione lineare sul fibrato tangente 7T(M) di una varietd M, i campi orizzontali definiti
nel paragrafo 11.3 di [8] permettono di costruire un campo orizzontale sul fibrato L(M). Lavorando
con sistemi di coordinate fibrate naturali (x, e“[]j) su un aperto (Ay)"H(U), la base ﬁu per i vettori
orizzontali in un punto di coordinate (z®, ef) é definita da:

A d « ﬁa ~ « =03

D/J - @ —T  {3/¢< )€k8 - aﬂ —T Bu(x>pa(€> (37>
Le 1-forme w3 della base duale sono, quindi, deﬁmte da

w§ = (Op(e))§ + %, (x)da! = 0} dej + T (x)da" (38)

Calcolando i commutatori [DH, DV} si ottiene

D D) = =R, (@)Bie) (39)
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mentre dai differenziali delle forme w§ si ottongono le 2-forme di curvatura
QF=d (x) dz" A da” (40)

6 Fibrati associati a fibrati principali

Dato un fibrato principale (P, M, 7, G) consideriamo un’azione a sinistra
p:GXY —Y

del gruppo di Lie G su una varieta Y. Con 'azione p possiamo definire un’azione a destra

p: (PXxY)xG > (PxY)

((py),9) > (09,097 "))

sulla varieta prodotto P x Y. L’azione a destra p ¢ libera ed ammette varieta quoziente
Px,Y :=(PxY)/G

che ha una struttura naturale di fibrato su M con fibra tipo Y. Il fibrato P x, Y viene detto fibrato

associato al fibrato principale P attraverso ’azione p.

Dimostrazione.
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Se consideriamo una trivializzazione locale ¢ : 7 1(U) — U x G

Y o o7 L(U) » UxCd
(m(p), )

su di un aperto U C M, possiamo rappresentare l’azione p come segue

~

p

p: (UxG)xY)xG
(((%,7),9),9)

Consideriamo ora la funzione 7, : (U x G) x Y » U x Y definita da

(UxG)xY

~

~N

((z,v-9),p(g7"y))

Tp - ((xy’y)ay) : ’ (513,:& - p(fyay))

La funzione 7,, che ¢ suriettiva con mappa tangente suriettiva, ¢ manifestamente costante sulle orbite
dell’azione p che coincidono con le fibre della proiezione 7,. Inoltre, le coppie (z,y) costituiscono una
trivializzazione locale del fibrato m, : P x,Y — M.

Esempio 6.1. |fibrato banale|
Se l'azione a sinistra p : G x Y — Y ¢ l'azione banale p : (g,y) — y allora il fibrato 7, : P X,

Y — M el fibrato banale pr; : M x Y — M.
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Esempio 6.2. [fibrato vettoriale|
Se la varieta Y ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita e l'azione a sinistra p : G X Y — Y ¢
una rappresentazione lineare allora il fibrato 7, : P x,Y — M ha una struttura naturale di fibrato

vettoriale su M.

Esempio 6.3. [fibrato affine]
Se la varieta Y € uno spazio affine di dimensione finita e 'azione a sinistra p : G X Y — Y ¢ una

rappresentazione affine allora il fibrato 7, : P x,Y — M ha una struttura naturale di fibrato affine

su M.

Esempio 6.4. [fibrato principale]
Se Y = G e l'azione a sinistra p : G X Y — Y ¢ la moltiplicazione a sinistra allora il fibrato
7, P x,Y — M ha una struttura naturale di fibrato principale su M che ¢ isomorfa a quella del

fibrato principale P.

Esempio 6.5. [fibrato di gruppi di Lie]
Se Y = G e l'azione a sinistra p : G x Y — Y ¢ la rappresentazione aggiunta p : (g,y) — Ad,(y)
allora le fibre del fibrato 7w, : P x,Y — M hanno una struttura naturale di gruppo di Lie isomorfa

a quella di G e si ha una struttura di fibrato di gruppi di Lie su M.
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Esempio 6.6. [fibrato di algebre di Lie]
Se Y = g e l'azione a sinistra p : G x Y — Y ¢ la rappresentazione aggiunta p : (g,y) — ady(y)
allora le fibre del fibrato 7, : P x,Y — M hanno una struttura naturale di algebra di Lie isomorfa

a quella dell’algebra di Lie g di G e si ha una struttura di fibrato di algebre di Lie su M.

FINE LEZIONE 17 MMdFC (2023-04-26 ore 16:00 — 18:00)
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Esempio 6.7. [fibrato degli scalari
Se P = L(M),se Y =R e sel'azione p ¢ 'azione banale

p : GL(m;R) xR

)

~
(V2)

(9, 5)
allora il fibrato 7, Px,Y — M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che ¢ isomorfa

a quella del fibrato banale pry : M x R — M.

Esempio 6.8. [fibrato tangente

Se P = L(M), se Y =R" e se l'azione p ¢ l'azione naturale a sinistra

p : GL(m;R) x R™ > R™

(9,v) | > g(v)
allora il fibrato 7, : P x,Y — M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che ¢ isomorfa
a quella del fibrato tangente 73, : T (M) — M.

Basta infatti considerare la proiezione

m : L(M)xR" > T(M)

((x® 65),vj) = 8 (xo‘,e”gvk)

)

che ¢ invariante rispetto all’azione (L(M) x R™) x GL(m;R) — L(M) x R™.
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Esempio 6.9. [fibrato cotangente]
Se P=L(M), se Y = (R™)* e se 'azione p ¢ I'azione naturale a sinistra

p : GL(m;R) x (R™)* > (R™)*
W O (g_l)

allora il fibrato T, Px,Y — M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che é isomorfa

~

(9,w)

a quella del fibrato cotangente my : T*(M) — M.

Basta infatti considerare la proiezione

~

T L(M) x (R™)* T*(M)
((z,€’),w;) » (2%, widh)

che ¢ invariante rispetto all’azione (L(M) x (R™)*) x GL(m;R) — L(M) x (R™)*.

Esempio 6.10. [fibrati di tensori]
Se P = L(M),seY =TP(R™) = L((R™)%% (R™)“P) e se I'azione p ¢ I'azione naturale a sinistra

p o GL(m;R) x TP(R™) TP (R™)
(9,t) (9)" oto(g7h)™

allora il fibrato 7, : P x,Y — M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che ¢ isomorfa

~

~

a quella del fibrato cotangente 7 : TP(M) — M.
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Basta infatti considerare la proiezione

™ L(M)xTPR™) > TP(M)
((z,e),t) : > (x, (e)®p oto (6*1)®q)
che ¢ invariante rispetto all’azione (L(M) x TP(R™) x GL(m;R) — L(M) x TP(R™).

Esempio 6.11. [fibrati di densita tensoriali
Se P = L(M),seY =TP(R™) = L((R™)®% (R™)*P) e se 'azione p ¢ I'azione “naturale” a sinistra
p + GL(m;R) x TP(R™)

(g:t)

~

TP(R™)
(det(g)™) (g) " o to (7)™

~

(w)
allora il fibrato associato 7, : Px,Y — M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale DTH(M) — M
che viene detto fibrato delle densita tensoriali p volte controvarianti, q volte covarianti e di peso w.
Q)
Ovviamente si ha DTH(M) = TP (M).

Si dimostra facilmente che

(w) (w+2z)

=)
e il prodotto tensoriale fibrato DT?(M) @y DT%(M) ¢ isomorfo al fibrato DT?7(M);
() (~w)
e il fibrato duale del fibrato DTH(M) ¢ il fibrato DT(M);

e i simboli di Levi-Civita €;, ; sono le componenti di una densita tensoriale m volte covariante,

antisimmetrica e di peso —1;
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e i simboli di Levi-Civita £'*» sono le componenti di una densita tensoriale m volte controvariante,

antisimmetrica e di peso 1

e il determinante det(¢;;(x)) della matrice delle componenti di un campo di tensori due volte co-

variante ¢ = t;;(z)dx’ ® d’ & una densita scalare di peso 2 e che /| det(t;;(z))| ¢ una densita

scalare di peso 1;

e il determinante det(¢”/(x)) della matrice delle componenti di un campo di tensori due volte con-

trovariante ¢ = ¥ (x)9; ® 0; ¢ una densita scalare di peso —2 e che /| det(t(x))| ¢ una densita
scalare di peso —1.

Quando p = 1 e ¢ = 0 avremo il fibrato delle densita vettoriali di peso w; p = 0 e ¢ = 0 avremo il

fibrato delle densita scalar: di peso w.

Osservazione 6.1. [Densita tensoriali

Le densita tensoriali su una varieta M sono definite come sezioni di certi fibrati vettoriali associati
al fibrato delle basi L(M). Le azioni p che producono rappresentazioni lineari del gruppo di Lie
GL(m;R), su spazi vettoriali del tipo TP(R™), che differiscono da quelle solite per il prodotto di una
potenza del determinante det(g) dell’elemento g € GL(m;R):

p : GL(m;R) x TP(R™) > TP (R™)

(9 téllzzi;) * » (det(g)™")g;' - g:: téllzl; git - g
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II fibrato associato L(M) x,TP(R™) ¢ il fibrato vettoriale su M le cui sezioni sono le densita tensoriali
p-volte controvarianti, g-volte covarianti di peso w. Quando p = 1 e ¢ = 0 le chiameremo densita

vettoriali di peso w; p =0 e ¢ = 0 le chiameremo densita scalari di peso w.

6.1 Connessioni indotte sui fibrati associati

Consideriamo un fibrato m, : P x,Y — M e scegliamo una connessione principale sul fibrato prin-
cipale P. Scelta una trivializzazione locale v : 7 1(U) — U x G sul dominio U di una carta

(U,z!,...,2™) di M, consideriamo la base
Do = 0o — Al(z) Bi(9)

per i campi di vettori orizzontali sul fibrato P. I campi di vettori D, possono essere estesi a campi

vettoriali D”a sul prodotto cartesiano (U x G) x Y aggiungendo ad essi il campo di vettori 0c xX(Y)

—

D;, = 0. — Ai(x) pr(g) + 0
Si puo dimostrare che i campi di vettori 5; cosl definiti si proiettano su campi di vettori ﬁg sulla

varieta quoziente P X, Y

Dimostrazione.

Per prima cosa osserviamo che si ha

7= p(g9,y) = Ly(y) = R, (9)
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e che
Ry(Ry(7)) = Ry(v-9) = p((v-9).y) = (7. p(g.9)) = Ry (7) = Ry(7)

Da queste identita si deduce che se consideriamo il diffeomorfismo

x : UxGXY » UXxGXY

(x,9,y) > (2,09,7)

si ha

\-(D}) = 0, = Al(2) Bilg) — AL(2) ((Ev())

dove ricordiamo che p.(g) = (T1(Ry))(€x) e che (€x)y(y) = (TI(R;))( k), essendo (€, ...

B(T:(G)).
Il campo (D) € X(U x G x Y) si proietta sul campo D" € X(U x Y) definito da:

D = 0, — Ak(@) ((e0)v (9))

e questo conclude la dimostrazione.

Esempio 6.12. [connessioni indotte sul fibrato tangente

Consideriamo 1’azione a sinistra

p : GL(m;R) x R™ s R™

(9,v) | » g(v)

89
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che ci permette di ottenere il fibrato tangente 7°(M) come fibrato associato L(M) x, R™.
Per ogni connessione principale sul fibrato L(M), sappiamo che, in un sistema di cordinate fibrate

naturali (z eb) la connessione ha i sottospazi orizzontali generati da campi di vettori del tipo

A o — a s 0 a 0
Dy, =0, - ﬁu(x)Pg =0y — Fﬁu( T)e fﬁa = o Fﬁu@;)ef@

dove i coefficienti I'g () sono le componenti di una connessione lineare sul fibrato tangente 7'(M).

La trasformazione di coordinate

x : L(M)xR"
(2%, €f), v7)

~N

L(M) x R™
((z2,e)), %),

~

dove si & posto 07 = egvk ci permette di dedurre immediatamente che

N (~O a 6(6 v ) o ocs o s o ~
D,(v7) = —Fﬂu(aj) ek L — —Fﬁu(m)eféacSkvk = —Fﬁu(m)efv = —Fﬂﬂ(x)vﬁ

* el
e che si ha
- 0 0 0
1 « I6] ~3
DN = @ — Fﬂ“(x)esa_eg — Fﬂu(x)v %
e che

p 0 0
Du 8x“ - Fﬁu< ) Bava
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Esempio 6.13. [connessioni indotte sul fibrato cotangente|

Consideriamo 'azione a sinistra

o GL(m,R) % (Rm)* y (Rm)*

(9,w) | » wog™!
che ci permette di ottenere il fibrato tangente 7'(M) come fibrato associato L(M) x, R™.

La trasformazione di coordinate

X L(M) x (R™)"

=
=
X
2

~ o 68 (wkelg) B B spi A ~
DH((“JU) - _Fﬁ,u<x)€s e _ Fﬂu( ) 0)\504 iYWk = Fﬁu( ) 0)\5 0 I ( ) A

e che si ha

— 0 0 0

r_ Q@ 15} ~

D/,L Ok Fﬁ,u,(x)es 86? + Fau(x)w)\ 8(1)0

e che
0 0
"o A ~
D= ozt Lo (x)w/\&bg

Esempio 6.14. [connessioni indotte sui fibrati di densita scalari|

91
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Consideriamo 'azione a sinistra

~

p : GL(m;R) xR R
(9, X) | > (det(g)™) X

(w)
che ci permette di ottenere il fibrato DS(M) delle densita scalari di peso w come fibrato associato
L(M) x,R.

La trasformazione di coordinate

X : L(M)xR
((z2,¢]),X)

7

~

L(M) x R
((2,€]), X)),

1

~

dove si & posto X = det(e?) "X = det(6%)*X ci permette di dedurre immediatamente che

B(X) = 1, (a)ef LI )

= +wF%‘M(x)ef det(e?) ™03 X = +ngu(x))~(

e
e che si ha
a 0 0 ~ 0
- o B o
D//L = % — Fﬁu(x)es aeg + wFaM(x)Xa—X
e che
D" + wl® (a;)f(i
o Oxr o 0X

Osservazione 6.2. |Densita scalari]



Marco FERRARIS 93

Per le densita scalari di peso w, 'azione a sinistra su R ¢

R
(det(g)™) w

~

p : GL(m;R) xR

~

(95, w)
e l'azione a destra attraverso cui si costruisce il fibrato associato L(M) x, R ¢
p  L(M)xRx GL(m;R)

(% €3, w), 97)

La trasformazione di coordinate

~

L(M) xR
(2, ep g5, (det(g)") w)

~

(2%, ep,w) 1 > (2%, ep, @ = (det(ep) ™) w)

su L(M) x R ci permette di dire che le coordinate fibrate naturali su L(M) x, R sono (2%, ).
Cambiando il sistema di coordinate su M si ottiene una legge di trasformazione di coordinate fibrate

naturali (z,0) — (2/(x), &' (z,®)) dove

~1 nN—w o' \ " - ox'\ " . - dr\" .
@' = det (€') w—det(%e> w—det<%> w—det<%> @

Un campo di vettori £ € X(M) induce il campo di vettori
g o0& 0

14

oxr™ * oxV “k def

L(§) =¢°
che, a sua volta, induce il campo di vettori

I )

ox® oxY 0w
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sul fibrato L(M) x, R.

La derivata di Lie di una sezione x — @(x) ¢ data da:

Lo (@) = €00+ wd 0,E”

Una connessione lineare I'5, su M induce una base per i campi di vettori orizzontali
D, =0, —TI%,e,or
di una connessione principale sul fibrato principale L(M). I campi l_ju inducono i campi di vettori
B 0 0
che sono una base per i vettori orizzontali della la connessione lineare indotta da I" sul fibrato vettoriale
L(M) x,R. La derivata covariante V@ di una sezione w di L(M) x, R ¢
Vg&) =¢'V,0 =00 —wly,w)
Su una varieta M orientata, le densita scalari di peso 1 sono in corrispondenza biunivoca con le

m—forme

O(x) 1 > w(x)ds(x)

(ovviamente, si devono utilizzare solo carte orientate positivamente).
Se consideriamo due densita scalari wy, di peso wy, e w,, di peso ws, allora il prodotto tensoriale

w; ® w,y € una densita scalare di peso w; + wy. Siccome le densita scalari di peso 0 sono le funzioni
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f € F(M), le densita scalari di peso —w sono le sezioni del fibrato duale di quello le cui sezioni sono
le densita scalari di peso w.

Per le derivate di Lie £ 5() e per le derivate covarianti Vg(-) valgono le solite regole che valgono
per le derivate di Lie e le derivate covarianti dei campi di tensori. In particolare delle regole di tipo

Leibnitz:

Le(wi@wy) = Lo(w) @wy +w; @ Ly (ws)

Vg(gl Rwy) = Vg(gﬂ QW wy +w; @ v{(£2>

Osservazione 6.3. [Densita vettoriali

Per le densita vettoriali di peso w, 'azione a sinistra su R ¢

p : GL(m;R) x R™ > R™
(Gow') > (det(g) ™) gi w"

e l'azione a destra attraverso cui si costruisce il fibrato associato L(M) x, R™ ¢

p © L(M)x R™ x GL(m:R) > L(M) x R™
((z*, ep,w'), g") (z, e g%, (det(g) ™) g; ")

La trasformazione di coordinate

~

A i):

(% e, w s (2%, ep, 0% = det(e) ™ e wh)
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su L(M) x R™ ci permette di dire che le coordinate fibrate naturali su L(M) x, R™ sono (z®,&").
Cambiando il sistema di coordinate su M si ottiene una legge di trasformazione di coordinate fibrate

naturali (z,0) — (2/(x), &' (z,®)) dove

- ox' \ " o oz’ \ " 0 ox \" 0z
~1 / w i _ “L oL el gL
= det (€') det(@x ) G CY = det <8x> 8xw det (8:1:’) g
Un campo di vettori £ € X (M) induce il campo di vettori
- 0 ot , 0

+ e
Ozx®  Ox¥ kaeg
che, a sua volta, induce il campo di vettori

o 00,0 o
9z0 oz o oxe” aw”

sul fibrato L(M) x, R™.

La derivata di Lie di una sezione x — @(x) ¢ data da:
(fg(a;))y = Lo = 0,0 — 0,0 + Wi 0,E7
Data una connessione lineare I'y  su M induce una base per i campi di vettori orizzontali
D, =09, —T%,e,0

di una connessione principale sul fibrato principale L(M). I campi l_ju inducono i campi di vettori

- 0 0 0
! g "'Oé
D= Ot FB H &u +wle, o
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che sono una base per i vettori orizzontali della la connessione lineare indotta da I' sul fibrato vettoriale

L(M) x,R™. La derivata covariante Vz& di una sezione @ di L(M) x, R™ &

§

(Vo) = £'V,0" = ¢ (0,0° + 15,0 — wT7,0%)

Per le densita vettoriali di peso 1, si ha
Vit = 0,0t +Th & —T7 o = 9,6 — T3,5"
In particolare, se la traccia 77, della torsione della connessione I'j | si annulla otteniamo
Vv, ot = g,"

Questo é sempre il caso per le connessioni simmetriche.
Su una varieta M orientata, le densita vettoriali di peso 1 sono in corrispondenza biunivoca con le
(m — 1)-forme

w(x) > w(z)” ds, ()

(ovviamente, si devono utilizzare solo carte orientate positivamente).
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