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Sommario

In questi appunti studieremo i gruppi di Lie, le azioni dei gruppi di Lie su varietà, i fibrati principali, le connessioni principali,

i fibrati associati e le connessioni indotte. Per la teoria generale si veda, ad esempio, [1] e [4].

In generale considereremo gruppi moltiplicativi. Nel caso di gruppi abeliani additivi le modifiche sono ovvie: la moltiplica-

zione diventa la somma, l’identità è lo 0, l’inverso è l’opposto, . . . .

1 Gruppi di Lie

Un gruppo di Lie è una varietà differenziabile G, di classe C∞, sulla quale è definita una struttura di

gruppo tale che le operazioni di gruppo siano funzioni di classe C∞. Più precisamente, l’operazione di
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moltiplicazione
m : G×G −−−−−−−−−−→ G

(a, b) 7−−−−−−−−−−→ a · b
e l’operazione di inversione

ι : G −−−−−−−−−−→ G

a 7−−−−−−−−−−→ a−1

devono essere di classe C∞.

Possiamo combinare le due condizioni in una sola richiedendo che la funzione

m̃ : G×G −−−−−−−−−−→ G

(x, y) 7−−−−−−−−−−→ x · y−1

sia di classe C∞.

1.1 Esempi di gruppi di Lie

Esempio 1.1. [Prodotto cartesiano di gruppi di Lie]

Il prodotto cartesiano di gruppi di Lie G1 e G2 è un gruppo di Lie: l’operazione è l’operazione del

gruppo prodotto G1 ×G2

(a1, a2) · (b1, b2) = (a1 · b1, a2 · b2) , (a1, a2)
−1 = (a−1

1 , a−1
2 )

e la struttura di varietà differenziabile è quella della varietà prodotto G1 ×G2.
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Esempio 1.2. [componente connessa dell’identità]

Quando un gruppo di Lie G non è connesso, la componente connessa G0 dell’identità di è un sotto-

gruppo di Lie del Gruppo di Lie G.

Esempio 1.3. [sottogruppi di Lie]

Un sottogruppo di Lie H di un gruppo di Lie G è un sottogruppo di G che è anche una sottovarietà

della varietà G. Come succede nel caso dei sottogruppi topologici, per sapere se un sottogruppo H ⊂ G

è un sottogruppo di Lie del gruppo di Lie G basta verificare che sia un sottospazio topologico chiuso

dello spazio topologico G (vedere [4] per la dimostrazione).

1.1.1 Esempi di gruppi di Lie abeliani

Esempio 1.4. [Spazi vettoriali]

Tutti gli spazi vettoriali E di dimensione finita con l’operazione di somma sono esempi di gruppi di

Lie abeliani.

Esempio 1.5. [Numeri reali non nulli]

Il gruppo R∗ = R \ {0} dei numeri reali non nulli, con l’operazione di moltiplicazione, è un gruppo

di Lie reale di dimensione 1. La varietà R∗ non è compatta ed ha due componenti connesse R+ e
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R−. La componente connessa del numero 1 ∈ R è il gruppo di Lie connesso R+ mentre, pur essendo

diffeomorfo a R+, R− non è un gruppo.

Esempio 1.6. [Numeri complessi non nulli]

Il gruppo C∗ = C\{0} dei numeri complessi non nulli, con l’operazione di moltiplicazione, è un gruppo

di Lie reale di dimensione 2. Il gruppo C∗ è abeliano, connesso, non compatto e non semplicemente

connesso (C∗ è anche un gruppo di Lie complesso di dimensione 1).

Esempio 1.7. [Numeri complessi di modulo 1]

All’interno di C∗ c’è il sottogruppo S1 formato dai numeri complessi di norma 1. Con questa struttura,

il cerchio S1 è un gruppo di Lie connesso, compatto e abeliano di dimensione 1.

1.1.2 Esempi di gruppi di Lie non abeliani

Esempio 1.8. [Gruppi lineari GL(E)]

Come esempi di gruppi di Lie non abeliani ci sono tutti i gruppi GL(E) degli automorfismi degli spazi

vettoriali reali E di dimensione finita n > 1. Ogni gruppo GL(E) è un sottoinsieme aperto denso dello

spazio vettoriale L(E;E) ≡ E⊗ E∗, è isomorfo al gruppo GL(n;R) = GL(Rn) ed ha dimensione n2.
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La funzione det : GL(E) −→ R∗ = R \ {0} è un omomorfismo di gruppi ed è una funzione di classe

C∞.

Esempio 1.9. [Gruppi lineari GL+(E)]

Il gruppo di Lie GL(E) ha due componenti connesse: la componente connessa dell’identità idE ∈

GL(E) coincide col sottogruppo GL+(E) = det−1(R+) e la seconda componente connessa, che non è

un gruppo, è GL−(E) = det−1(R−). Ovviamente dim(GL+(E)) = dim(GL(E)) = n2

Esempio 1.10. [Gruppi lineari speciali SL(E)]

Il nucleo SL(E) = Ker(det) = {A ∈ GL+(E) | det(A) = 1} è un gruppo di Lie connesso di dimensione

n2 − 1, che viene detto gruppo lineare speciale dello spazio vettoriale E.1

Esempio 1.11. [Gruppo dei quaternioni non nulli H∗ e gruppo S3]

Indicando con H il corpo dei quaternioni, il sottoinsieme H∗ = H \ {0}, con l’operazione di prodotto

di quaternioni, è un gruppo di Lie non abeliano di dimensione 4. All’interno di H∗ c’è il sottogruppo

S3 formato dai quaternioni di norma 1. Con questa struttura, la sfera S3 è un gruppo di Lie connesso,

compatto e non abeliano di dimensione 3.
1Più avanti vedremo altri esempi di gruppi di Lie che sono sottogruppi di Lie di gruppi del tipo GL(E) (o GL(n;R)), ma anche gruppi di Lie che

non possono essere rappresentati come sottogruppi di Lie di un gruppo GL(E).
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Esempio 1.12. [Gruppi ortogonali O(g) e SO(g)]

Dato un prodotto scalare g su uno spazio vettoriale di dimensione finita E, si definisce il gruppo

ortogonale O(g) del prodotto scalare g come il sottogruppo di GL(E) formato dalle funzioni lineari

invertibili A ∈ GL(E) tali che g ◦ (A× A) = g, equivalentemente

∀(u⃗, v⃗) ∈ E× E g(A(u⃗), A(v⃗)) = g(u⃗, v⃗)

Il gruppo ortogonale speciale SO(g) del prodotto scalare g è il sottogruppo di Lie costituito dalle

applicazioni lineari A ∈ O(g) tali che det(A) = 1. Il sottoinsieme delle applicazioni lineari A ∈ O(g)

tali che det(A) = −1 non è un sottogruppo, ma è una sottovarietà che è in corrispondenza biunivoca

con SL(g). Si ha

dim(SO(g)) = dim(O(g)) =
n(n− 1)

2
,

dove n = dim(E).

1.2 Moltiplicazioni a destra ed a sinistra

Per ogni elemento a ∈ G possiamo definire due operazioni di moltiplicazione: la moltiplicazione a

sinistra per l’elemento a
La : G −−−−−−−−−−→ G

x 7−−−−−−−−−−→ m(a, x)
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e la moltiplicazione a destra per l’elemento a

Ra : G −−−−−−−−−−→ G

x 7−−−−−−−−−−→ m(x, a)

L’associatività della moltiplicazionem ci permette di dedurre che ∀a, b ∈ G valgono le seguenti identità

La ◦ Lb = La·b

Ra ◦Rb = Rb·a

La ◦Rb = Rb ◦ La

Se indichiamo con 1 l’identità del gruppo G si ha

L1 = idG e R1 = idG

e, quindi, le moltiplicazioni a destra ed a sinistra sono dei diffeomorfismi di G con funzioni inverse

(La)
−1 = La−1 e (Ra)

−1 = Ra−1

Per ogni elemento g ∈ G la funzione Adg = Lg ◦Rg−1 = Rg−1 ◦Lg è l’automorfismo (di classe C∞) del

gruppo G definito da

Adg : x 7−−−−−−−−−−→ m(g,m(x, g−1)) ≡ m(m(g, x), g−1)

Si ha

Ada ◦ Adb = Ada·b
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Ad1 = idG

(Ada)
−1 = Ada−1

FINE LEZIONE 15 MMdFC (2023-04-19 ore 14:00 – 16:00)
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Osservazione 1.1. [Moltiplicazioni a destra, a sinistra e mappa aggiunta su GL(n;R)]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

La : x 7−−−−−−−−−−→ a · x

Ra : x 7−−−−−−−−−−→ x · a

Ada : x 7−−−−−−−−−−→ a · x · a−1

dove · indica il prodotto di matrici e le matrici a ed x sono matrici quadrate n× n con determinante

diverso da 0.

Le mappe tangenti Tx(La) delle moltiplicazioni a sinistra La sono funzioni lineari invertibili

Tx(La) : Tx(G) −−−−−−−−−−→ Ta·x(G)

con funzioni inverse definite da

(Tx(La))
−1 = Ta·x (La−1)

In particolare, utilizzeremo abbastanza spesso le due famiglie di funzioni lineari biiettive

T1(La) : T1(G) −−−−−−−−−−→ Ta(G)

Ta(La−1) : Ta(G) −−−−−−−−−−→ T1(G)

Osservazione 1.2. [Mappa tangente delle moltiplicazioni a sinistra su GL(n;R)]
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Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

Tx(La) : (x, v) 7−−−−−−−−−−→ (a · x, a · v)

T1(La) : (1, v) 7−−−−−−−−−−→ (a, a · v)

Ta(La−1) : (a, w) 7−−−−−−−−−−→ (1, a−1 · w)

dove · indica il prodotto di matrici, le matrici a ed x sono matrici quadrate n × n con determinante

diverso da 0, mentre le matrici v e w sono matrici quadrate n× n qualunque.

Analogamente, le mappe tangenti delle moltiplicazioni a destra Ra sono funzioni lineari invertibili

Tx(Ra) : Tx(G) −−−−−−−−−−→ Tx·a(G)

con funzioni inverse definite da

(Tx(Ra))
−1 = Tx·a (Ra−1)

Anche in questo caso, utilizzeremo abbastanza spesso le due famiglie di funzioni lineari biiettive

T1(Ra) : T1(G) −−−−−−−−−−→ Ta(G)

Ta(Ra−1) : Ta(G) −−−−−−−−−−→ T1(G)

Osservazione 1.3. [Mappa tangente delle moltiplicazioni a destra su GL(n;R)]
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Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

Tx(Ra) : (x, v) 7−−−−−−−−−−→ (x · a, v · a)

T1(Ra) : (1, v) 7−−−−−−−−−−→ (a, v · a)

Ta(Ra−1) : (a, w) 7−−−−−−−−−−→ (1, w · a−1)

dove · indica il prodotto di matrici, le matrici a ed x sono matrici quadrate n × n con determinante

diverso da 0, mentre le matrici v e w sono matrici quadrate n× n qualunque.

Calcolando le mappe tangenti delle funzioni Adg otteniamo

Tx (Adg) = Tx (Lg ◦Rg−1) = Tx·g−1 (Lg) ◦ Tx (Rg−1)

= Tx (Rg−1 ◦ Lg) = Tg·x (Rg−1) ◦ Tx (Lg)

T1 (Adg) = T1 (Lg ◦Rg−1) = Tg−1 (Lg) ◦ T1 (Rg−1)

= T1 (Rg−1 ◦ Lg) = Tg (Rg−1) ◦ T1 (Lg)

Per quanto riguarda la funzione ι : G −→ G, sappiamo che

ι ◦ ι = idG , ∀x ∈ G , m(ι(x), x) = 1 = m(x, ι(x))

Derivando queste identità si deduce che per ogni x ∈ G si ha

Tx−1(ι) ◦ Tx(ι) = idTx(G)
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Tx−1(Rx) ◦ Tx(ι) + Tx(Lx−1) = 0

Tx(Rx−1) + Tx−1(Lx) ◦ Tx(ι) = 0

Siccome per ogni x ∈ G si ha

(Tx−1(Lx))
−1 = T1 (Lx−1) e (Tx−1(Rx))

−1 = T1 (Rx−1)

possiamo dedurre che per ogni x ∈ G

Tx(ι) = −T1 (Rx−1) ◦ Tx(Lx−1) = −Tx(Rx−1 ◦ Lx−1)

= −T1 (Lx−1) ◦ Tx(Rx−1) = −Tx(Lx−1 ◦Rx−1)

ed, in particolare,

T1(ι) = −idT1(G)

Osservazione 1.4. [Mappa tangente dell’inversione]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

Tx(ι) : (x, v) 7−−−−−−−−−−→ (x−1,−x−1 · v · x−1)

T1(ι) : (1, v) 7−−−−−−−−−−→ (1,− v)

dove · indica il prodotto di matrici, la matrice x ha determinante diverso da 0 e la matrice v è una

matrice quadrata n× n qualunque.
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2 Campi di vettori invarianti

In questa sezione studieremo i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra o a destra.

2.1 Campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Un campo di vettori X⃗ ∈ X(G) è invariante per moltiplicazioni a sinistra se per ogni g ∈ G si ha

(Lg)∗ (X⃗) = X⃗ o, equivalentemente, (Lg)
∗ (X⃗) = X⃗

L’insieme dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra è un sottospazio vettoriale XL(G)

dello spazio vettoriale X(G).

Siccome (Lg)∗ (X⃗) = X⃗ se e solo se T (Lg) ◦ X⃗ = X⃗ ◦ Lg, per ogni x ∈ G e per ogni g ∈ G deve

valere l’identità

Tx(Lg)(X⃗(x)) = X⃗(g · x)

Questa identità ci dice che se conosciamo il valore del campo invariante X⃗ ∈ XL(G) in un punto x ∈ G

allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y ∈ G. In particolare, X⃗ ∈ XL(G) se e

solo se

∀g ∈ G , X⃗(g) = T1(Lg)(X⃗(1))
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Dato un vettore v⃗ ∈ T1(G) possiamo costruire un campo di vettori invariante a sinistra v⃗L ∈ XL(G)

ponendo

v⃗L : g 7−→ T1(Lg)(v⃗)

Il campo v⃗L è l’unico campo di vettori invariante per moltiplicazione a sinistra tale che il valore

nell’identità 1 ∈ G sia il vettore v⃗ ∈ T1(G).

L’insieme XL(G) dei campi di vettori invarianti a sinistra su G risulta essere, quindi, un sottospazio

vettoriale di dimensione finita n = dim(G) dello spazio vettoriale di dimensione infinita X(G).

Siccome per ogni X⃗, Y⃗ ∈ X(G) e per ogni g ∈ G si ha

(Lg)∗ ([X⃗, Y⃗ ]) = [(Lg)∗ (X⃗), (Lg)∗ (Y⃗ )] ,

lo spazio vettoriale XL(G) è anche una sottoalgebra di Lie di dimensione finita dell’algebra di Lie di

dimensione infinita X(G). La struttura di algebra di Lie di XL(G) induce una struttura di algebra di

Lie sullo spazio tangente T1(G) con l’operazione definita da

[v⃗, w⃗]
L
= [v⃗

L
, w⃗

L
](1)

L’algebra di Lie g del gruppo G è l’algebra di Lie (XL(G), [·, ·]) dei campi vettoriali invarianti per

moltiplicazioni a sinistra, oppure l’algebra di Lie (T1(G), [·, ·]L).

Osservazione 2.1. [Costanti di struttura dell’algebra di Lie XL(G)]
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Data una base ordinata (e⃗1, . . . , e⃗n) ∈ B(T1(G)), possiamo estendere ogni vettore e⃗i della base ad

un campo di vettori λ⃗i := (e⃗i)L invariante per moltiplicazioni a sinistra sul gruppo G; ovviamente si

ha λ⃗i(1) = e⃗i. I campi di vettori λ⃗i formano una base per lo spazio vettoriale XL(G) e calcolando i

commutatori dei campi di vettori λ⃗i si ottiene

[λ⃗i, λ⃗j] = ckijλ⃗k

da cui si deduce che [
viλ⃗i, w

jλ⃗j
]
= viwjckij λ⃗k

Le costanti ckij si chiamano costanti di struttura dell’algebra di Lie g = XL(G) del gruppo G e, come

vedremo più avanti, sono le componenti di un campo di tensori invariante per moltiplicazioni a sinistra.

Le costanti di struttura ckij soddisfano a due identità fondamentali

ckij + ckji ≡ 2 ck(ij) = 0 (antisimmetria)

chkic
k
rs + chksc

k
ir + chkrc

k
si ≡ 3 chk[ic

k
rs] = 0 (identità di Jacobi)

che derivano direttamente dalle proprietà del commutatore di campi di vettori.

Ovviamente si ha

[⃗ei, e⃗j]L = ckije⃗k[
vie⃗i, w

je⃗j
]
L

= viwjckije⃗k
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Osservazione 2.2. [Costanti di struttura dell’algebra di Lie XL(GL(n;R))]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

v⃗
L
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, x · v).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

v⃗
L
(x) = xrkv

k
s

∂

∂xrs
= xrkv

k
s ∂⃗

s
r

[v⃗
L
, w⃗

L
] = [xrkv

k
s ∂⃗

s
r, x

a
cw

c
b ∂⃗

b
a]

= xak(v
k
cw

c
b − wk

c v
c
b) ∂⃗

b
a

[v⃗, w⃗]
L
= (vrkw

k
s − wr

kv
k
s )(∂⃗

s
r|1)

Gli n2 campi di vettori

λ⃗ab = xcb
∂

∂xca
= xcb∂⃗

a
c = ∂⃗ a

c ⊗ xcb

sono invarianti per moltiplicazioni a sinistra e formano una base per lo spazio vettoriale XL(GL(n;R)).

I commutatori degli elemti della base sono[
λ⃗ab , λ⃗

r
s

]
= λ⃗ab(x

w
s )∂⃗

r
w − λ⃗rs(x

c
b)∂⃗

a
c

= xcb∂⃗
a
c(x

w
s )∂⃗

r
w − xws ∂⃗

r
w(x

c
b)∂⃗

a
c

= xcbδ
a
sδ

w
c ∂⃗

r
w − xws δ

r
bδ
c
w∂⃗

a
c
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= δasx
c
b∂⃗

r
c − δrbx

c
s∂⃗

a
c

= δas λ⃗
r
b − δrb λ⃗

s
a

Se non è strettamente necessario, nel caso di GL(n;R) continueremo a scrivere formule di “tipo ma-

triciale” e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici e

portano a formule inutilmente complicate.

Calcolando le immagini (Rg)∗ di un campo di vettori v⃗L invariante per moltiplicazioni a sinistra si

ottiene

(Rg)∗(v⃗L) = T (Rg) ◦ v⃗L ◦Rg−1 = (adg−1(v⃗))L

Dimostrazione. Infatti si ha:(
(Rg)∗(v⃗L)

)
(x) = (T (Rg) ◦ v⃗L ◦Rg−1)(x)

= T (Rg)(v⃗L(Rg−1(x)))

= T (Rg)(v⃗L(x · g−1))

= Tx·g−1(Rg)(v⃗L(x · g−1))

= Tx·g−1(Rg)(T1(Lx·g−1)(v⃗))

= T1(Rg ◦ Lx·g−1)(v⃗)

= T1(Rg ◦ Lx ◦ Lg−1)(v⃗)
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= T1(Lx ◦Rg ◦ Lg−1)(v⃗)

= (T1(Lx) ◦ T1(Rg ◦ Lg−1))(v⃗)

= (T1(Lx) ◦ T1(Adg−1))(v⃗)

= (T1(Lx) ◦ adg−1)(v⃗)

= T1(Lx)(adg−1(v⃗))

= (adg−1(v⃗))L(x)

Osservazione 2.3. [Campi di vettori in v⃗
L
∈ XL(GL(n;R))]

Con notazioni da prodotti di matrici possiamo dedurre che un campo di vettori v⃗L si può scrivere nel

seguente modo

v⃗L = tr

(
x⊗ v ⊗ ∂

∂x

)
= tr

(
v ⊗ ∂

∂x
⊗ x

)
= tr

(
∂

∂x
⊗ x⊗ v

)
Posto Ra(x) = x · a = y si ha x = y · a−1 e possiamo scrivere formalmente(

(Ra)∗(v⃗L)
)
(y) = tr

(
∂

∂(y · a−1)
⊗ (y · a−1)⊗ v

)
= tr

(
a⊗ ∂

∂y
⊗ y ⊗ a−1 ⊗ v

)
= tr

(
∂

∂y
⊗ y ⊗

(
a−1 · v · a

))
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= tr

(
∂

∂y
⊗ y ⊗

(
ada−1(v)

))
=
(
ada−1(v)

)
L
(y)

Ovviamente, questo modo di fare i calcoli è da prendere con le molle, ma, facendo molta attenzione,

si può fare.

2.2 Curve integrali dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Dato un vettore v⃗ ∈ T1(G) consideriamo una curva integrale γ : t 7−→ γ(t), basata nell’identità 1 ∈ G,

del campo vettoriale v⃗
L
∈ X

L
(G). L’equazione a cui soddisfa la curva γ è la seguente

dγ(t)

dt
= v⃗

L
(γ(t)) = T1(Lγ(t))(v⃗) con γ(0) = 1 .

Se γ è una curva integrale del campo di vettori v⃗
L

allora sappiamo che γa = (La)∗(γ) ≡ La ◦ γ è una

curva integrale del campo di vettori (La)∗(v⃗L
) ≡ v⃗

L
e, quindi, la curva γa(t) è una curva integrale

basata nel punto a ∈ G.

In particolare, la curva γ è un sottogruppo ad un parametro di G in quanto si ha

γ(t) · γ(τ) = γγ(t)(τ) = γ(t+ τ) = γ(τ + t) = γγ(τ)(t) = γ(τ) · γ(t)

La funzione γ può essere estesa a tutta la retta reale R e viene spesso indicata con γ(t) = exp(t v⃗).

Tutti i campi di vettori v⃗
L
∈ X

L
(G) sono completi.
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Attenzione! I sottogruppi ad un parametro di un gruppo di Lie G non sono necessariamente sot-

togruppi di Lie di G. L’esempio più semplice è il gruppo di Lie abeliano G = T 2 = S1 × S1 in cui

i sottogruppi ad un parametro che non sono sottovarietà sono infinitamente di più di quelli che sono

sottovarietà.

Osservazione 2.4. [Curve integrali dei campi di vettori v⃗
L
∈ XL(GL(n;R))]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha che

T1(GL(n;R)) = {1} × L(Rn;Rn) ≡ L(Rn;Rn) ≡ T 1
1 (Rn) ≡ End(Rn) ≡ gl(n;R) .

Per ogni vettore v⃗ = (1, v) ∈ T1(GL(n;R)), la curva integrale massimale di v⃗
L

basata nell’identità è

v⃗
L
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, x · v).

γ : t 7−−−−−−−−−−→ exp(t v)

γa : t 7−−−−−−−−−−→ a · exp(t v)

dove exp : gl(n;R) −→ GL(n;R) è la funzione esponenziale definita, come al solito, da

exp(w) =
∞∑
k=0

wk

k!

La funzione esponenziale exp : gl(n;R) −→ GL(n;R) è una funzione analitica reale la cui espressione

esplicita dipende dalla dimensione n attraverso il teorema di Hamilton–Cayley.
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Attenzione! In generale exp(v + w) ̸= exp(v) · exp(w), l’uguaglianza si ha solo quando il commu-

tatore [v, w] = v · w − w · v = 0.

2.3 Campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

Un campo di vettori X⃗ ∈ X(G) è invariante per moltiplicazioni a destra se per ogni g ∈ G si ha

(Rg)∗ (X⃗) = X⃗ o, equivalentemente, (Rg)
∗ (X⃗) = X⃗

L’insieme dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra è un sottospazio vettoriale XR(G)

dello spazio vettoriale X(G).

Siccome (Rg)∗ (X⃗) = X⃗ se e solo se T (Rg) ◦ X⃗ = X⃗ ◦ Rg, per ogni x ∈ G e per ogni g ∈ G deve

valere l’identità

Tx(Rg)(X⃗(x)) = X⃗(x · g)

Questa identità ci dice che se conosciamo il valore del campo invariante X⃗ ∈ XR(G) in un punto x ∈ G

allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y ∈ G. In particolare, X⃗ ∈ XR(G) se e

solo se

∀g ∈ G , X⃗(g) = T1(Rg)(X⃗(1))
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Dato un vettore v⃗ ∈ T1(G) possiamo costruire un campo di vettori invariante a destra v⃗R ∈ XR(G)

ponendo

v⃗R : g 7−→ T1(Rg)(v⃗)

Il campo v⃗R è l’unico campo di vettori invariante per moltiplicazione a destra tale che il valore

nell’identità 1 ∈ G sia il vettore v⃗ ∈ T1(G).

L’insieme XR(G) dei campi di vettori invarianti a destra su G risulta essere, quindi, un sottospazio

vettoriale di dimensione finita n = dim(G) dello spazio vettoriale di dimensione infinita X(G).

Siccome per ogni X⃗, Y⃗ ∈ X(G) e per ogni g ∈ G si ha

(Rg)∗ ([X⃗, Y⃗ ]) = [(Rg)∗ (X⃗), (Rg)∗ (Y⃗ )] ,

lo spazio vettoriale XR(G) è anche una sottoalgebra di Lie di dimensione finita dell’algebra di Lie di

dimensione infinita X(G). La struttura di algebra di Lie di XR(G) induce una struttura di algebra di

Lie sullo spazio tangente T1(G) con l’operazione definita da

[v⃗, w⃗]
R
= [v⃗

R
, w⃗

R
](1)

Quando il gruppo G non è abeliano, le algebre di Lie (XL(G), [·, ·]) e (XR(G), [·, ·]) sono distinte,

ma isomorfe. In questo caso, le due operazioni di commutatore [·, ·]
R

e [·, ·]
L

sono diverse, ma le due

algebre di Lie (T1(G), [·, ·]R) e (T1(G), [·, ·]L) sono naturalmente isomorfe. Per la dimostrazione basta
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osservare che si ha

ι∗(v⃗L
) = −v⃗

R

per ogni v⃗ ∈ T1(G).

Osservazione 2.5. [Commutatori fra campi di XL(G) e campi di XR(G)]

Dalla proprietà commutativa La ◦ Rb = Rb ◦ La, che vale per ogni a, b ∈ G, si deduce che per ogni

campo di vettori v⃗
L
∈ XL(G), invariante per moltiplicazioni a sinistra, e per ogni campo di vettori

w⃗
R
∈ XR(G), invariante per moltiplicazioni a destra, si ha

[v⃗
L
, w⃗

R
] = 0⃗

Osservazione 2.6. [Costanti di struttura dell’algebra di Lie XR(G)]

Data una base ordinata (e⃗1, . . . , e⃗n) ∈ B(T1(G), possiamo estendere ogni vettore e⃗i della base ad un

campo di vettori ρ⃗i := (e⃗i)R invariante per moltiplicazioni a destra sul gruppo G; ovviamente si ha

ρ⃗i(1) = e⃗i. I campi di vettori ρ⃗i formano una base per lo spazio vettoriale XR(G) e calcolando i

commutatori dei campi di vettori ρ⃗i si ottiene

[ρ⃗i, ρ⃗j] = −ckij ρ⃗k

dove le costanti ckij sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie g = XL(G) del gruppo G definite

in precedenza.
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Ovviamente si ha

[⃗ei, e⃗j]R = −ckij e⃗k

Osservazione 2.7. [Campi di vettori appartenenti a XR(GL(n;R))]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha

v⃗
R
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, v · x).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

v⃗
R
(x) = vrkx

k
s

∂

∂xrs
= vrkx

k
s ∂⃗

s
r

[v⃗
R
, w⃗

R
] = [vrkx

k
s ∂⃗

s
r, w

a
cx

c
b ∂⃗

b
a]

= (wa
cv

c
k − vacw

c
k)x

k
b ∂⃗

b
a

[v⃗, w⃗]
R
= (wr

kv
k
s − vrkw

k
s )(∂⃗

s
r|1) ≡ −[v⃗, w⃗]

L
≡ −[−v⃗,−w⃗]

L

Anche in questo caso, se non è strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo

matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.
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Posto v⃗
L
(x) = xrkv

k
s ∂⃗

s
r e w⃗

R
(x) = wa

cx
c
b ∂⃗

b
a si ha

[v⃗
L
, w⃗

R
] = [xrkv

k
s ∂⃗

s
r, w

a
cx

c
b ∂⃗

b
a]

= (xrkv
k
s ∂⃗

s
r)(w

a
cx

c
b) ∂⃗

b
a − (wa

cx
c
b ∂⃗

b
a)(x

r
kv

k
s )∂⃗

s
r

= (xrkv
k
s ∂⃗

s
r)(w

Q
c x

c
P ) ∂⃗

P
Q − (wa

cx
c
b ∂⃗

b
a)(x

Q
k v

k
P )∂⃗

P
Q

= (xrkv
k
sw

Q
c ∂⃗

s
r(x

c
P )) ∂⃗

P
Q − (wa

cx
c
bv
k
P ∂⃗

b
a(x

Q
k ))∂⃗

P
Q

= (xrkv
k
sw

Q
c δ

s
P δ

c
r) ∂⃗

P
Q − (wa

cx
c
bv
k
P δ

b
kδ
Q
a )∂⃗

P
Q

= (xckv
k
Pw

Q
c ) ∂⃗

P
Q − (wQ

c x
c
bv
b
P )∂⃗

P
Q

= xcI(v
I
Pw

Q
c − wQ

c v
I
P )∂⃗

P
Q

= 0

Calcolando le immagini (Lg)∗ di un campo di vettori v⃗
R

invariante per moltiplicazioni a destra si

ottiene

(Lg)∗(v⃗R
) = T (Lg) ◦ v⃗R

◦ Lg−1 = (adg(v⃗))R

Dimostrazione. Infatti si ha:(
(Lg)∗(v⃗R

)
)
(x) = (T (Lg) ◦ v⃗R

◦ Lg−1)(x)

= T (Lg)(v⃗R
(Lg−1(x)))

= Tg−1·x(Lg)(v⃗R
(g−1 · x))
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= Tg−1·x(Lg)(T1(Rg−1·x)(v⃗)

= T1(Lg ◦Rg−1·x)(v⃗)

= T1(Lg ◦Rx ◦Rg−1)(v⃗)

= T1(Rx ◦ Lg ◦Rg−1)(v⃗)

= (T1(Rx) ◦ T1(Lg ◦Rg−1))(v⃗)

= (T1(Rx) ◦ T1(Adg))(v⃗)

= (T1(Rx) ◦ adg)(v⃗)

= T1(Rx)(adg(v⃗))

= (adg(v⃗))R(x)

Osservazione 2.8. [Campi di vettori invarianti in XR(GL(n;R))]

Con notazioni da prodotti di matrici possiamo dedurre che un campo di vettori v⃗R si può scrivere nel

seguente modo

v⃗R = tr

(
v ⊗ x⊗ ∂

∂x

)
= tr

(
x⊗ ∂

∂x
⊗ v

)
= tr

(
∂

∂x
⊗ v ⊗ x

)
Posto La(x) = a · x = y si ha x = a−1 · y e possiamo scrivere formalmente(

(La)∗(v⃗R)
)
(y) = tr

(
∂

∂(a−1 · y)
⊗ v ⊗ (a−1 · y)

)
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= tr

(
∂

∂y
⊗ a⊗ v ⊗ a−1 ⊗ y

)
= tr

(
∂

∂y
⊗
(
a· v · a−1

)
⊗ y

)
= tr

(
∂

∂y
⊗
(
ada(v)

)
⊗ y

)
=
(
ada(v)

)
R
(y)

Anche in questo caso, il modo di fare i calcoli è da prendere con le molle, ma, facendo molta attenzione,

si può fare.

2.4 Curve integrali dei campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

Dato un vettore v⃗ ∈ T1(G) consideriamo una curva integrale γ : t 7−→ γ(t), basata nell’identità 1 ∈ G,

del campo vettoriale v⃗
R
∈ X

R
(G). L’equazione a cui soddisfa la curva γ è la seguente

dγ(t)

dt
= v⃗

R
(γ(t)) = T1(Rγ(t))(v⃗) con γ(0) = 1 .

Se γ è una curva integrale del campo di vettori v⃗
R

allora sappiamo che γa = (Ra)∗(γ) ≡ Ra ◦ γ è una

curva integrale del campo di vettori (Ra)∗(v⃗R
) ≡ v⃗

R
e, quindi, la curva γa(t) è una curva integrale

basata nel punto a ∈ G.
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Dimostrazione. Se per ogni a ∈ G definiamo la curva γa = Ra ◦ γ, allora otteniamo

dγa(t)

dt
= Tγ(t)(Ra)

(
dγ(t)

dt

)
= Tγ(t)(Ra) (v⃗R(γ(t)))

= Tγ(t)(Ra)
(
T1(Rγ(t))(v⃗)

)
= T1(Ra ◦Rγ(t))(v⃗)

= T1(Rγ(t)·a)(v⃗)

= T1(Rγa(t))(v⃗)

= v⃗
R
(γa(t))

In particolare, la curva γ è un sottogruppo ad un parametro di G che coincide col sottogruppo ad un

parametro exp(t v⃗) ottenuto dal campo v⃗
L
. Tutti i campi di vettori v⃗

R
∈ X

R
(G) sono completi.

Osservazione 2.9. [Curve integrali di campi di vettori in XR(GL(n;R))]

Quando supponiamo che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R) si ha che, per ogni vettore v⃗ =

(1, v) ∈ T1(GL(n;R)), la curva integrale massimale di v⃗
R
: x 7−→ (x, v · x) basata nell’identità è

γ : t 7−−−−−−−−−−→ exp(t v) .



Marco FERRARIS 29

e la curva integrale massimale basata nel punto a è:

γa : t 7−−−−−−−−−−→ exp(t v) · a .

3 1-Forme invarianti

In questa sezione studieremo le 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra o a destra.

3.1 1-Forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra

Una 1-forma ω ∈ Ω1(G) è invariante per moltiplicazioni a sinistra se per ogni g ∈ G si ha

(Lg)∗ (ω) = ω o, equivalentemente, (Lg)
∗ (ω) = ω

L’insieme delle 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra è un sottospazio vettoriale Ω1
L
(G) dello

spazio vettoriale Ω1(G).

Siccome (Lg)
∗ (ω) = ω se e solo se T (Lg)∗ ◦ ω = ω ◦ Lg, per ogni x ∈ G e per ogni g ∈ G deve

valere l’identità

ω(x) = ω(g · x) ◦ Tx(Lg)

Questa identità ci dice che se conosciamo il valore della 1-forma invariante ω ∈ Ω1
L
(G) in un punto

x ∈ G allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y ∈ G. In particolare, ω ∈ Ω1
L
(G)
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se e solo se

∀x ∈ G , ω(x) = ω(1) ◦ Tx(Lx−1)

Dato un covettore ω ∈ T ∗
1 (G) possiamo costruire una 1-forma invariante a sinistra ω

L
∈ Ω1

L
(G)

ponendo

ω
L
: g 7−→ ω ◦ Tg(Lg−1)

Dimostrazione.

(
(Lg)

∗ (ω
L
)
)
(x) =

(
(T ∗(Lg))

−1 ◦ ω
L
◦ Lg

)
(x)

= (T ∗(Lg))
−1(ω

L
(g · x))

= t(Tx(Lg))(ωL
(g · x))

= ω
L
(g · x) ◦ Tx(Lg)

= ω ◦ T(g·x)(L(g·x)−1) ◦ Tx(Lg)

= ω ◦ Tx(L(g·x)−1 ◦ Lg)

= ω ◦ Tx(L(x−1·g−1) ◦ Lg)

= ω ◦ Tx(Lx−1 ◦ Lg−1 ◦ Lg)

= ω ◦ Tx(Lx−1)

= ω
L
(x)
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Calcolando la controimmagine (Rg)
∗ (ω

L
) otteniamo, invece,

(Rg)
∗ (ω

L
) = (ω ◦ adg−1)

L

Dimostrazione.

(
(Rg)

∗ (ω
L
)
)
(x) =

(
(T ∗(Rg))

−1 ◦ ω
L
◦Rg

)
(x)

= (T ∗(Rg))
−1(ω

L
(x · g))

= t(Tx(Rg))(ωL
(x · g))

= ω
L
(x · g) ◦ Tx(Rg)

= ω ◦ T(x·g)(L(x·g)−1) ◦ Tx(Rg)

= ω ◦ Tx(L(x·g)−1 ◦Rg)

= ω ◦ Tx(L(g−1·x−1) ◦Rg)

= ω ◦ Tx(Lg−1 ◦ Lx−1 ◦Rg)

= ω ◦ Tx(Lg−1 ◦Rg ◦ Lx−1)

= ω ◦ Tx(Adg−1 ◦ Lx−1)

= ω ◦ T1(Adg−1) ◦ Tx(Lx−1)

= ω ◦ adg−1 ◦ Tx(Lx−1)
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= (ω ◦ adg−1)
L
(x)

La 1-forma ω
L

è l’unica 1-forma invariante per moltiplicazione a sinistra tale che il valore nell’identità

1 ∈ G sia il covettore ω ∈ T ∗
1 (G). L’insieme Ω1

L
(G) delle 1-forme invarianti a per moltiplicazioni a

sinistra su G risulta essere, quindi, un sottospazio vettoriale reale di dimensione finita n = dim(G)

dello spazio vettoriale reale di dimensione infinita Ω1(G).

Si vede immediatamente che che lo spazio vettoriale Ω1
L
(G) è il duale dello spazio vettoriale X

L
(G).

Dimostrazione. La funzione lineare che mette in dualità separante Ω1
L
(G) e X

L
(G) è

g 7−−−−−−−−−−→ v⃗
L
(g)⌟| ω

L
(g)

e si ha

v⃗
L
(g)⌟| ω

L
(g) = ω

L
(g)(v⃗

L
(g))

= (ω ◦ Tg(Lg−1)) (T1(Lg)(v⃗))

= (ω ◦ Tg(Lg−1) ◦ T1(Lg)) (v⃗)

= (ω ◦ T1(Lg−1 ◦ Lg)) (v⃗)

= ω(v⃗)
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Osservazione 3.1. [1–forme invarianti in Ω1
L
(H) per sottogruppi di Lie H ⊂ G]

Una proprietà molto importante delle 1–forme ω ∈ Ω1
L
(G) è quella di essere restringibili ai sottogruppi

di Lie H ⊂ G del gruppo di Lie G (e, ovviamente, a tutte le altre sottovarietà di G). Indicando con

j : H −→ G l’iniezione canonica di H in G o, equivalentemente, la restrizione j = (idG)|H .

Siccome la funzione j è di classe C∞, possiamo definire la restrizione ω|H ∈ Ω1(H) imponendo

che sia ω|H = j∗(ω). La 1–forma ω|H è manifestamente invariante per moltiplicazione a sinistra per

elementi h ∈ H e, quindi, si ha che ω|H ∈ Ω1
L
(H). Ovviamente si può avere ω|H ∈ Ω1

L
(H) anche

quando ω ̸∈ Ω1
L
(G).

Osservazione 3.2. [1–forme invarianti in Ω1
L
(GL(n;R))]

Quando si suppone che il gruppo di LieG sia il gruppo GL(n;R), per ogni ω ∈ T ∗
1 (GL(n;R)) ≡ T 1

1 (Rn)

si ha2

ω
L
: x 7−−−−−−−−−−→ (x,ω · x−1).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

ω
L
= ωrk x̄

k
s dx

s
r = tr

(
ω · x−1 · d x

)
2 Ricordiamo che T 1

1 (Rn) è isomorfo a L(Rn;Rn) e che (L(Rn;Rn))∗ può essere identificato con L(Rn;Rn) attraverso l’operazione ( · )♯ associata alla

metrica naturale (A,B) 7−→ tr(A ◦B) di L(Rn;Rn).
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dove le x̄ks sono le componenti della matrice inversa della matrice x che ha come componenti le xas.

Infatti, calcolando la controimmagine (Lg)
∗ (ω

L
) otteniamo

(Lg)
∗ (ω

L
) = (Lg)

∗ (tr(ω · x−1 · d x)
)

= tr
(
ω · (g · x)−1 · d (g · x)

)
= tr

(
ω · x−1 · g−1 · g · d x

)
= tr

(
ω · x−1 · d x

)
= ω

L

Calcolando la controimmagine (Rg)
∗ (ω

L
) otteniamo, invece,

(Rg)
∗ (ω

L
) = (Rg)

∗ (tr(ω · x−1 · d x)
)

= tr
(
ω · (x · g)−1 · d (x · g)

)
= tr

(
ω · g−1 · x−1 · d x· g

)
= tr

(
(g · ω · g−1) · x−1 · d x

)
= (adg(ω))

L

Anche in questo caso, se non è strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo

matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.
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Osservazione 3.3. [1–forme invarianti in Ω1
L
(SO(3,R))]

Sul gruppo di Lie SO(3,R) consideriamo come coordinate gli angoli di Eulero (θ, ϕ, ψ) definiti come

si usa quando vengono studiati i moti giroscopici:

R(θ, ϕ, ψ) = R3(ϕ) ·R1(θ) ·R3(ψ) (1)

dove le matrici R1 (rotazioni intorno al primo asse) ed R3 (rotazioni intorno al terzo asse) sono definite

da

R1(α) =


1 0 0

0 cos(α) − sin(α)

0 sin(α) cos(α)

 (2)

R3(β) =


cos(β) − sin(β) 0

sin(β) cos(β) 0

0 0 1

 (3)

La rotazione che fa passare dalla base fissa alla base solidale col corpo è quindi

R(θ, ϕ, ψ) =
cos(ϕ) cos(ψ)− sin(ϕ) cos(θ) sin(ψ) − cos(ϕ) sin(ψ)− sin(ϕ) cos(θ) cos(ψ) sin(ϕ) sin(θ)

sin(ϕ) cos(ψ) + cos(ϕ) cos(θ) sin(ψ) − sin(ϕ) sin(ψ) + cos(ϕ) cos(θ) cos(ψ) − cos(ϕ) sin(θ)

sin(θ) sin(ψ) sin(θ) cos(ψ) cos(θ)

(4)



36 Appunti su gruppi di Lie e fibrati principali (versione preliminare 2023)

Le matrici (4) sono la restrizione al sottogruppo di Lie SO(3,R) delle matrici (xij) del gruppo GL(3;R).

La matrice x−1 · dx, le cui componenti sono una base per le 1-forme invarianti a sinistra del gruppo

GL(3;R), si può restringere al sottogruppo di Lie SO(3,R) ottenendo la matrice antisimmetrica

R(θ, ϕ, ψ)−1 · dR(θ, ϕ, ψ) =


0 −ω3

L ω2
L

ω3
L 0 −ω1

L

−ω2
L ω1

L 0

 (5)

dove le 1-forme

ω1
L = sin(ψ) sin(θ)dϕ+ cos(ψ)dθ (6)

ω2
L = cos(ψ) sin(θ)dϕ− sin(ψ)dθ (7)

ω3
L = cos(θ)dϕ+ dψ (8)

formano una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazioni a sinistra λ ∈ Ω1
L
(SO(3,R)).

La base duale (λ⃗1, λ⃗2, λ⃗3)

λ⃗1 = cos (ψ)
∂

∂θ
+

sin (ψ)

sin (θ)

∂

∂ϕ
− sin(ψ) cos(θ)

sin(θ)

∂

∂ψ
(9)

λ⃗2 = sin(ψ)
∂

∂θ
+

cos (ψ)

sin (θ)

∂

∂ϕ
− cos(ψ) cos(θ)

sin(θ)

∂

∂ψ
(10)

λ⃗3 =
∂

∂ψ
(11)
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della base (ω1
L,ω

2
L,ω

2
L) fornisce una base per i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a sinistra

ξ⃗ ∈ X
L
(SO(3;R)). Le costanti di struttura ckrs si ottengono dalle identità[

λ⃗1, λ⃗2

]
= λ⃗3 ,

[
λ⃗1, λ⃗3

]
= −λ⃗2 ,

[
λ⃗2, λ⃗3

]
= λ⃗1 (12)

o, equivalentemente, ckrs = δkl
√
δ εlrs =

√
δ εrsl δ

lk.

Osservazione 3.4. [Formula di Maurer–Cartan per le basi duali in Ω1
L(G)]

Data una base (e⃗1, . . . , e⃗n) dello spazio tangente T1(G), consideriamo nello spazio cotangente T ∗
1 (G)

la base duale (ε1, . . . , εn). Le 1–forme θi
L
= (εi)

L
sono una base di Ω1

L
(G) ed i loro differenziali esterni

sono

dθi
L
= −1

2c
i
rs θ

r
L
∧ θs

L

dove i coefficienti cirs sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie X
L
(G) rispetto alla base λ⃗i = (e⃗i)L.

Questa identità, che è nota come formula di Maurer–Cartan, ed è stata dimostrata, in un contesto più

generale, negli appunti di Calcolo sulle varietà differenziabili [8].

3.2 1-Forme invarianti per moltiplicazioni a destra

Una 1-forma ω ∈ Ω1(G) è invariante per moltiplicazioni a destra se per ogni g ∈ G si ha

(Rg)∗ (ω) = ω o, equivalentemente, (Rg)
∗ (ω) = ω
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L’insieme delle 1-forme invarianti per moltiplicazioni a destra è un sottospazio vettoriale Ω1
R
(G) dello

spazio vettoriale Ω1(G).

Siccome (Rg)
∗ (ω) = ω se e solo se T (Rg)

∗ ◦ ω = ω ◦ Rg, per ogni x ∈ G e per ogni g ∈ G deve

valere l’identità

ω(x) = ω(x · g) ◦ Tx(Rg)

Questa identità ci dice che se conosciamo il valore della 1-forma invariante ω ∈ Ω1
R
(G) in un punto

x ∈ G allora sappiamo esattamente quanto vale in ogni altro punto y ∈ G. In particolare, ω ∈ Ω1
R
(G)

se e solo se

∀x ∈ G , ω(x) = ω(1) ◦ Tx(Rx−1)

Dato un covettore ω ∈ T ∗
1 (G) possiamo costruire una 1-forma invariante per moltiplicazioni a destra

ω
R
∈ Ω1

R
(G) ponendo

ω
R
: g 7−→ ω ◦ Tg(Rg−1)

Dimostrazione.

(Rg)
∗ (ω

R
)(x) = ((T ∗(Rg))

−1 ◦ ω
R
◦Rg)(x)

= (T ∗(Rg))
−1(ω

R
(g · x))

= t(Tx(Rg))(ωR
(x · g))

= ω
R
(x · g) ◦ Tx(Rg)
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= ω ◦ T(x·g)(R(x·g)−1) ◦ Tx(Rg)

= ω ◦ Tx(R(x·g)−1 ◦Rg)

= ω ◦ Tx(R(g−1·x−1) ◦Rg)

= ω ◦ Tx(Rx−1 ◦Rg−1 ◦Rg)

= ω ◦ Tx(Rx−1)

= ω
R
(x)

Calcolando la controimmagine (Lg)
∗ (ω

R
) otteniamo, invece,

(Lg)
∗ (ω

R
) = (ω ◦ adg)R

Dimostrazione.

(Lg)
∗ (ω

R
)(x) = ((T ∗(Lg))

−1 ◦ ω
R
◦ Lg)(x)

= (T ∗(Lg))
−1(ω

R
(g · x))

= t(Tx(Lg))(ωR
(g · x))

= ω
R
(g · x) ◦ Tx(Lg)

= ω ◦ T(g·x)(R(g·x)−1) ◦ Tx(Lg)
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= ω ◦ Tx(R(g·x)−1 ◦ Lg)

= ω ◦ Tx(R(x−1·g−1) ◦ Lg)

= ω ◦ Tx(Rg−1 ◦Rx−1 ◦ Lg)

= ω ◦ Tx(Rg−1 ◦ Lg ◦Rx−1)

= ω ◦ Tx(Lg ◦Rg−1 ◦Rx−1)

= ω ◦ Tx(Adg ◦Rx−1)

= ω ◦ T1(Adg) ◦ Tx(Rx−1)

= ω ◦ adg ◦ Tx(Rx−1)

= (ω ◦ adg)R(x)

La 1-forma ω
R

è l’unica 1-forma invariante per moltiplicazione a destra tale che il valore nell’identità

1 ∈ G sia il covettore ω ∈ T ∗
1 (G). L’insieme Ω1

R
(G) delle 1-forme invarianti a per moltiplicazioni

a destra su G risulta essere, quindi, un sottospazio vettoriale reale di dimensione finita n = dim(G)

dello spazio vettoriale reale di dimensione infinita Ω1(G).

Si vede immediatamente che che lo spazio vettoriale Ω1
R
(G) è il duale dello spazio vettoriale X

R
(G).
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Dimostrazione. La funzione lineare che mette in dualità separante Ω1
R
(G) e X

R
(G) è

g 7−−−−−−−−−−→ v⃗
R
(g)⌟| ω

R
(g)

e si ha

v⃗
R
(g)⌟| ω

R
(g) = ω

R
(g)(v⃗

R
(g))

= (ω ◦ Tg(Rg−1))(T1(Rg)(v⃗))

= (ω ◦ Tg(Rg−1) ◦ T1(Rg))(v⃗)

= (ω ◦ T1(Rg−1 ◦Rg))(v⃗)

= ω(v⃗)

Osservazione 3.5. [1–forme invarianti in Ω1
R
(H) per sottogruppi di Lie H ⊂ G]

Una proprietà molto importante delle 1–forme ω ∈ Ω1
R
(G) è quella di essere restringibili ai sottogruppi

di Lie H ⊂ G del gruppo di Lie G (e, ovviamente, a tutte le altre sottovarietà di G). Indicando con

j : H −→ G l’iniezione canonica di H in G o, equivalentemente, la restrizione j = (idG)|H . Siccome la

funzione j è di classe C∞, possiamo definire la restrizione ω|H ∈ Ω1(H) imponendo che sia ω|H = j∗(ω).

La 1–forma ω|H è manifestamente invariante per moltiplicazione a destra per elementi h ∈ H e, quindi,

si ha che ω|H ∈ Ω1
R
(H).
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Ovviamente si può avere ω|H ∈ Ω1
R
(H) anche quando ω ̸∈ Ω1

R
(G).

Osservazione 3.6. [1–forme invarianti in Ω1
R(GL(n;R))]

Quando si suppone che il gruppo di Lie G sia il gruppo GL(n;R), per ogni ω ∈ T ∗
1 (GL(n;R)) ≡

(T 1
1 (Rn))∗ ≡ T 1

1 (Rn) si ha

ω
R
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, x−1 · ω).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

ω
R
= x̄ri ω

i
s dx

s
r = tr

(
x−1 · ω · d x

)
= tr

(
ω · d x · x−1

)
dove, come nel caso precedente, le x̄ks sono le componenti della matrice inversa della matrice x che ha

come componenti le xas. Infatti, calcolando la controimmagine (Rg)
∗ (ω

R
) otteniamo

(Rg)
∗ (ω

R
) = (Rg)

∗ (tr(ω · d x · x−1)
)

= tr
(
ω · d (x · g) · (x · g)−1

)
= tr

(
ω · d x· g · g−1 · x−1

)
= tr

(
ω · d x · x−1

)
= ω

R

Calcolando la controimmagine (Lg)
∗ (ω

R
) otteniamo, invece,

(Lg)
∗ (ω

R
) = (Lg)

∗ (tr(ω · d x · x−1)
)
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= tr
(
ω · d (g · x) · (g · x)−1

)
= tr

(
ω · g · d x · x−1 · g−1

)
= tr

(
(g−1 · ω · g)· d x · x−1

)
= (adg−1(ω))

R

Anche in questo caso, se non è strettamente necessario, continueremo a scrivere formule di tipo

matriciale e non scriveremo le costanti di struttura perché saranno simboli con tre coppie di indici

portando a formule inutilmente complicate.

Osservazione 3.7. [1–forme invarianti in Ω1
R
(SO(3,R))]

La matrice dx · x−1, le cui componenti sono una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazione a

destra del gruppo GL(3;R), si può restringere al sottogruppo di Lie SO(3,R) ottenendo la matrice

antisimmetrica

dR(θ, ϕ, ψ) ·R(θ, ϕ, ψ)−1 =


0 −ω3

R ω2
R

ω3
R 0 −ω1

R

−ω2
R ω1

R 0

 (13)

dove le 1-forme

ω1
R = sin(ϕ) sin(θ)dψ + cos(ϕ)dθ (14)
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ω2
R = − cos(ϕ) sin(θ)dψ + sin(ϕ)dθ (15)

ω3
R = cos(θ)dψ + dϕ (16)

formano una base per le 1-forme invarianti per moltiplicazione a destra ρ ∈ Ω1
R
(SO(3,R)).

La base duale (ρ⃗1, ρ⃗2, ρ⃗3)

ρ⃗1 = − cos(ϕ)
∂

∂θ
+

sin(ψ) cos(θ)

sin(θ)

∂

∂ϕ
− sin(ϕ)

sin(θ)

∂

∂ψ
(17)

ρ⃗2 = sin(ϕ)
∂

∂θ
+

cos(ϕ) cos(θ)

sin(θ)

∂

∂ϕ
− cos(ϕ)

sin(θ)

∂

∂ψ
(18)

ρ⃗3 =
∂

∂ϕ
(19)

della base (ω1
R,ω

2
R,ω

2
R) fornisce una base per i campi di vettori invarianti per moltiplicazioni a destra

ξ⃗ ∈ X
R
(SO(3;R)). Le costanti di struttura −ckrs si ottengono dalle identità

[ρ⃗1, ρ⃗2] = −ρ⃗3 , [ρ⃗1, ρ⃗3] = ρ⃗2 , [ρ⃗2, ρ⃗3] = −ρ⃗1 (20)

o, equivalentemente, ckrs = δkl
√
δ εlrs =

√
δ εrsl δ

lk.

Osservazione 3.8. [Formula di Maurer–Cartan per le basi duali in Ω1
R(G)]

Data una base (e⃗1, . . . , e⃗n) dello spazio tangente T1(G), consideriamo nello spazio cotangente T ∗
1 (G)

la base duale (ε1, . . . , εn). Le 1–forme θi
R
= (εi)

R
sono una base di Ω1

R
(G) ed i loro differenziali esterni
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sono

dθi
R
= 1

2c
i
rs θ

r
R
∧ θs

R

dove i coefficienti −cirs sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie X
R
(G) rispetto alla base ρ⃗i =

(e⃗i)R. Questa identità, che è nota come formula di Maurer–Cartan, è stata dimostrata, in un contesto

più generale, negli appunti di Calcolo sulle varietà differenziabili [8].

4 Azioni di gruppi di Lie su varietà

In questa sezione studieremo le azioni, per moltiplicazioni a sinistra o a destra, dei gruppi di Lie su

varietà.

4.1 Azioni a sinistra di gruppi di Lie su varietà

Un’azione a sinistra di un gruppo di Lie G su una varietà X è una funzione di classe C∞

m̄ : G×X −−−−−−−−−−→ X

(g, x) 7−−−−−−−−−−→ g ·x

che gode della proprietà associativa

m̄(g2, m̄(g1, x)) = m̄(m(g2, g1), x) ∀ g2, g1 ∈ G ∧ ∀ x ∈ X
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L’azione a sinistra m̄ induce due famiglie di moltiplicazioni analoghe alle moltiplicazioni a sinistra

ed a destra sul gruppo G.

Per ogni elemento a ∈ G possiamo definire la moltiplicazione a sinistra per l’elemento a

L̄a : X −−−−−−−−−−→ X

x 7−−−−−−−−−−→ m̄(a, x)

e per ogni x ∈ X possiamo definire la moltiplicazione a destra per l’elemento x

R̄x : G −−−−−−−−−−→ X

a 7−−−−−−−−−−→ m̄(a, x)

L’associatività della moltiplicazione m̄ ci permette di dedurre che ∀a, b ∈ G e ∀x ∈ X valgono le

seguenti identità

L̄a ◦ L̄b = L̄a·b

R̄x ◦Ra = R̄a ·x

R̄x ◦ Lb = L̄b ◦ R̄x

Siccome si ha

L̄1 = idX ,

le moltiplicazioni a sinistra sono dei diffeomorfismi di X con funzioni inverse(
L̄a
)−1

= L̄a−1 .
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Le moltiplicazioni a destra R̄x : G 7−→ X permettono di trasformare ogni vettore tangente v⃗ ∈

T1(G) in un campo di vettori v⃗
X
∈ X(X) definito da:

v⃗
X
: x 7−−−−−−−−−−→ T1(R̄x)(v⃗)

che è analogo al campo di vettori v⃗
R
∈ X

R
(G). La funzione v⃗ 7−→ v⃗

X
è lineare.

Calcolando le immagini (L̄g)∗(v⃗X
) si ottiene

(L̄g)∗(v⃗X
) = (adg(v⃗))X

Dimostrazione. Infatti si ha:

((L̄g)∗(v⃗X
))(x) = (T (L̄g) ◦ v⃗X

◦ L̄g−1)(x)

= T (L̄g)(v⃗X
(L̄g−1(x)))

= T (L̄g)(v⃗X
(g−1 · x))

= Tg−1·x(L̄g)(v⃗X
(g−1 · x))

= Tg−1·x(L̄g)(T1(R̄g−1·x)(v⃗))

= T1(L̄g ◦ R̄g−1·x)(v⃗)

= T1(L̄g ◦ R̄x ◦Rg−1)(v⃗)

= T1(R̄x ◦ Lg ◦Rg−1)(v⃗)
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= T1(R̄x ◦ Adg)(v⃗)

= T1(R̄x)(adg(v⃗))

= (adg(v⃗))X(x)

Vale la seguente proprietà

[v⃗
X
, w⃗

X
] = ([v⃗, w⃗]

R
)
X

I campi di vettori v⃗
X

permettono di verificare se una funzione f ∈ C∞(X;R) è invariante per le

moltiplicazioni a sinistra L̄a. L’identità (L̄a)
∗(f) = f ∀a ∈ G ci dice che ∀a ∈ G e ∀x ∈ X deve valere

l’identità

f(x) =
(
(L̄a)

∗(f)
)
(x) = f(L̄a(x)) = f(R̄x(a)) (21)

Se consideriamo una curva γ : I −→ G possiamo, quindi affermare che ∀x ∈ X e ∀t ∈ I

f(R̄x(γ(t))) = f(x) (22)

Considerando curve γ basate nell’identità 1 ∈ G e definendo v⃗ = dγ
dt |t=0 ∈ T1(G), possiamo affermare

che ∀x ∈ X e ∀v⃗ ∈ T1(G)

0 =
d(f ◦ R̄x ◦ γ)

dt

∣∣∣∣
t=0

= Tx(f)(T1(R̄x)(v⃗)) = Tx(f)(v⃗X(x)) = (v⃗X(f))(x) (23)
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o, equivalentemente,

v⃗X(f) = £v⃗X
(f) = 0 ∀v⃗ ∈ T1(G) (24)

La condizione che coinvolge la derivata di Lie può essere estesa a tutti i campi di tensori invarianti per

moltiplicazioni a sinistra sulla varietà X.

Osservazione 4.1. [Azione naturale a sinistra di GL(n;R) su Rn]

Quando il gruppo di Lie G è il gruppo GL(n;R) e la varietà X è lo spazio vettoriale Rn si ha

L̄a : x 7−−−−−−−−−−→ a · x

R̄x : a 7−−−−−−−−−−→ a · x

dove · indica il prodotto di matrici, la matrice a è una matrice quadrata n×n con determinante diverso

da 0 ed x è una matrice colonna n× 1. Il campo di vettori v⃗
X

è

v⃗
X
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, v · x).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) e su Rn possiamo scrivere

v⃗
X
(x) = vrkx

k ∂

∂xr
= vrkx

k ∂⃗r

[v⃗
X
, w⃗

X
] = [vrkx

k ∂⃗r, w
a
cx

c ∂⃗a]

= (vrkx
k ∂⃗r)(w

a
cx

c)∂⃗a − (v ↔ w)
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= (vrkx
k)(wa

cδ
c
r)∂⃗a − (v ↔ w)

= (wa
cv

c
k − vacw

c
k)x

k∂⃗a

= ([v⃗, w⃗]
R
)
X

Osservazione 4.2. [Azione naturale a sinistra di GL(n;R) su Rn ⊗ (Rm)∗]

Quando il gruppo di Lie G è il gruppo GL(n;R) e la varietà X è lo spazio vettoriale L(Rm;Rn) ≡

Rn ⊗ (Rm)∗ si ha

L̄a : x 7−−−−−−−−−−→ a · x

R̄x : a 7−−−−−−−−−−→ a · x
dove · indica il prodotto di matrici, la matrice a è una matrice quadrata n×n con determinante diverso

da 0 ed x è una matrice “rettangolare” n×m (n righe ed m colonne).

Il campo di vettori v⃗
X

è

v⃗
X
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, v · x).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

v⃗
X
(x) = vrkx

k
α

∂

∂xrα
= vrkx

k
α ∂⃗

α
r

[v⃗
X
, w⃗

X
] = [vrkx

k
α ∂⃗

α
r , w

a
cx

c
β ∂⃗

β
a ]

= (wa
cv

c
k − vacw

c
k)x

k
β ∂⃗

β
a
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= ([v⃗, w⃗]
R
)
X

4.2 Azioni a destra di gruppi di Lie su varietà

Un’azione a destra di un gruppo di Lie G su una varietà X è una funzione di classe C∞

m̄ : X ×G −−−−−−−−−−→ X

(x, g) 7−−−−−−−−−−→ x · g

che gode della proprietà associativa

m̄(m̄(x, g1), g2) = m̄(x,m(g1, g2)) ∀ g2, g1 ∈ G ∧ ∀ x ∈ X

L’azione a destra m̄ induce due famiglie di moltiplicazioni analoghe alle moltiplicazioni a sinistra

ed a destra sul gruppo G.

Per ogni elemento x ∈ X possiamo definire la moltiplicazione a destra per l’elemento x

L̄x : G −−−−−−−−−−→ X

a 7−−−−−−−−−−→ m̄(x, a)

e per ogni a ∈ G possiamo definire la moltiplicazione a destra per l’elemento a

R̄a : X −−−−−−−−−−→ X

x 7−−−−−−−−−−→ m̄(x, a)
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L’associatività della moltiplicazione m̄ ci permette di dedurre che ∀a, b ∈ G e ∀x ∈ X valgono le

seguenti identità

R̄b ◦ R̄a = R̄a·b

L̄x ◦ La = L̄x · a

L̄x ◦Rb = R̄b ◦ L̄x

Siccome si ha

R̄1 = idX ,

le moltiplicazioni a sinistra sono dei diffeomorfismi di X con funzioni inverse(
R̄a

)−1
= R̄a−1 .

Le moltiplicazioni a destra L̄x : G 7−→ X permettono di trasformare ogni vettore tangente v⃗ ∈

T1(G) in un campo di vettori v⃗
X
∈ X(X) definito da:

v⃗
X
: x 7−−−−−−−−−−→ T1(L̄x)(v⃗)

che è analogo al campo di vettori v⃗
L
∈ X

L
(G). La funzione v⃗ 7−→ v⃗

X
è lineare.

Calcolando le immagini (R̄g)∗(v⃗X
) si ottiene

(R̄g)∗(v⃗X
) = (adg−1(v⃗))

X
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Dimostrazione. Infatti si ha:

((R̄g)∗(v⃗X
))(x) = (T (R̄g) ◦ v⃗X

◦ R̄g−1)(x)

= T (R̄g)(v⃗X
(R̄g−1(x)))

= T (R̄g)(v⃗X
(x · g−1))

= Tx·g−1(R̄g)(v⃗X
(x · g−1))

= Tx·g−1(R̄g)(T1(L̄x·g−1)(v⃗))

= T1(R̄g ◦ L̄x·g−1)(v⃗)

= T1(R̄g ◦ L̄x ◦ Lg−1)(v⃗)

= T1(L̄x ◦Rg ◦ Lg−1)(v⃗)

= T1(L̄x ◦ Adg−1)(v⃗)

= T1(L̄x)(adg−1(v⃗))

= (adg−1(v⃗))
X
(x)

Vale la seguente proprietà

[v⃗
X
, w⃗

X
] = ([v⃗, w⃗]

L
)
X
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I campi di vettori v⃗
X

permettono di verificare se una funzione f ∈ C∞(X;R) è invariante per le

moltiplicazioni a destra R̄a. L’identità (R̄a)
∗(f) = f ∀a ∈ G ci dice che ∀a ∈ G e ∀x ∈ X deve valere

l’identità

f(x) =
(
(R̄a)

∗(f)
)
(x) = f(R̄a(x)) = f(L̄x(a)) (25)

Se consideriamo una curva γ : I −→ G possiamo, quindi affermare che ∀x ∈ X e ∀t ∈ I

f(L̄x(γ(t))) = f(x) (26)

Considerando curve γ basate nell’identità 1 ∈ G e definendo v⃗ = dγ
dt |t=0 ∈ T1(G), possiamo affermare

che ∀x ∈ X e ∀v⃗ ∈ T1(G)

0 =
d(f ◦ L̄x ◦ γ)

dt

∣∣∣∣
t=0

= Tx(f)(T1(L̄x)(v⃗)) = Tx(f)(v⃗X(x)) = (v⃗X(f))(x) (27)

o, equivalentemente,

v⃗X(f) = £v⃗X
(f) = 0 ∀v⃗ ∈ T1(G) (28)

La condizione che coinvolge la derivata di Lie può essere estesa a tutti i campi di tensori invarianti per

moltiplicazioni a destra sulla varietà X.

Osservazione 4.3. [Azione naturale a destra di GL(n;R) su (Rn)∗]

Quando il gruppo di Lie G è il gruppo GL(n;R) e la varietà X è lo spazio vettoriale (Rn)∗ si ha

R̄a : x 7−−−−−−−−−−→ x · a

L̄x : a 7−−−−−−−−−−→ x · a
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dove · indica il prodotto di matrici, la matrice a è una matrice quadrata n×n con determinante diverso

da 0 ed x è una matrice riga 1× n. Il campo di vettori v⃗
X

è

v⃗
X
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, x · v).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) e su (Rn)∗ possiamo scrivere

v⃗
X
(x) = xrv

r
k

∂

∂xk
= xrv

r
k ∂⃗

k

[v⃗
X
, w⃗

X
] = [xrv

r
k ∂⃗

k, xaw
a
b ∂⃗

b]

= (xrv
r
k ∂⃗

k)(xaw
a
b ) ∂⃗

b − (v ↔ w)

= (xrv
r
k)(δ

k
aw

a
b ) ∂⃗

b − (v ↔ w)

= (vraw
a
b − wr

av
a
b )xr∂⃗

b

= ([v⃗, w⃗]
L
)
X

Osservazione 4.4. [Azione naturale a destra di GL(m;R) su Rn ⊗ (Rm)∗]

Quando il gruppo di Lie G è il gruppo GL(m;R) e la varietà X è lo spazio vettoriale L(Rm;Rn) ≡

Rn ⊗ (Rm)∗ si ha

R̄a : x 7−−−−−−−−−−→ x · a

L̄x : a 7−−−−−−−−−−→ x · a
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dove · indica il prodotto di matrici, la matrice a è una matrice quadrata m × m con determinante

diverso da 0 ed x è una matrice “rettangolare” n×m (n righe ed m colonne).

Il campo di vettori v⃗
X

è

v⃗
X
: x 7−−−−−−−−−−→ (x, x · v).

ed utilizzando le solite coordinate standard sul gruppo GL(n;R) possiamo scrivere

v⃗
X
(x) = xkαv

α
β

∂

∂xkβ
= xkαv

α
β ∂⃗

β
k

[v⃗
X
, w⃗

X
] = [xkαv

α
β ∂⃗

β
k , x

i
ρw

ρ
σ ∂⃗

σ
i ]

= (xkαv
α
β ∂⃗

β
k(x

i
ρw

ρ
σ) ∂⃗

σ
i )− (v ↔ w)

= (xkαv
α
β (δ

i
kδ
β
ρw

ρ
σ) ∂⃗

σ
i )− (v ↔ w)

= (xiαv
α
βw

β
σ ∂⃗

σ
i )− (v ↔ w)

= xiα(v
α
βw

β
σ) ∂⃗

σ
i − (v ↔ w)

= xiα(v
α
βw

β
σ − wα

βv
β
σ) ∂⃗

σ
i

= ([v⃗, w⃗]
L
)
X
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4.3 Spazi delle orbite e stabilizzatori

L’orbita di un punto x ∈ X per un’azione a sinistra m̄ : G ×X −→ X è il sottoinsieme di Ox ⊆ X

definito da

Ox = m̄(G, {x}) = {y = m̄(g, x) ∈ X | g ∈ G}

e lo stabilizzatore del punto x ∈ X è il sottogruppo Sx ⊆ G

Sx = {g ∈ G | m̄(g, x) = x}

Se l’azione è un’azione a destra m̄ : X ×G −→ X, l’orbita Ox ⊆ X è definita da

Ox = m̄({x}, G) = {y = m̄(x, g) ∈ X | g ∈ G}

e lo stabilizzatore è il sottogruppo chiuso Sx ⊆ G

Sx = {g ∈ G | m̄(x, g) = x}

Le proprietà delle azioni a sinistra sono in corrispondenza biunivoca con proprietà analoghe delle azioni

a destra perché data un’azione a sinistra m̄ : (g, x) 7−→ g·x la funzione m̄′ : (x, g) 7−→ g−1·x è un’azione

a destra. Analogamente se m̄ : (x, g) 7−→ x·g è un’azione a destra la funzione m̄′ : (g, x) 7−→ x·g−1 è

un’azione a sinistra.

• Se esiste un punto x ∈ X tale che Ox = X diciamo che l’azione è transitiva; in questo caso,

∀ y ∈ X si ha Oy = X.
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• Se l’intersezione ∩
x∈X
Sx = {1} diremo che l’azione è effettiva; l’intersezione H = ∩

x∈X
Sx è sempre

un sottogruppo normale chiuso di G.

• Se per ogni x ∈ X si ha Sx = {1} diremo che l’azione è libera.

La relazione definita da x1 ∼ x2 ⇔ x2 ∈ Ox1 è una relazione di equivalenza in X. Lo spazio

delle orbite è l’insieme quoziente X/ ∼, che verrà indicato con X/G, con proiezione π : X −→ X/G.

L’insieme quoziente X/G ammette una struttura di varietà differenziabile (si veda [4]) tale che la

proiezione π : X −→ X/G sia una funzione di classe C∞ con mappa tangente suriettiva se e solo se

il grafico della relazione di equivalenza x ∼ y ⇔ y ∈ Ox è una sottovarietà chiusa di classe C∞ della

varietà prodotto X ×X.

Si dimostra (vedere [4]) che gli stabilizzatori Sx sono sottogruppi di Lie del gruppo di Lie G e che

le orbite Ox sono sottovarietà differenziabili della varietà X che sono diffeomorfe agli spazi omogenei

G/Sx.

La funzione x 7−→ dim(Sx) è semicontinua inferiormente: se dim(Sx) < k allora esiste un intorno

aperto U ⊆ X del punto x tale che per ogni y ∈ U si abbia dim(Sy) ≤ k. Di conseguenza, la funzione

x 7−→ dim(Ox) = dim(G)− dim(Sx) è semicontinua superiormente.

L’insieme X ′ ⊆ X dei punti di x ∈ X in cui dim(Sx) raggiunge il minimo, o dim(Ox) raggiunge il

massimo, è un sottoinsieme aperto non vuoto ed il quoziente X ′/G è una varietà. Ovviamente se la

funzione x 7−→ dim(Sx), o x 7−→ dim(Ox), è una funzione costante allora X/G è una varietà.
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Osservazione 4.5. [Azioni sui quozienti di gruppi rispetto a sottogruppi]

Quando H è un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie G, possiamo considerare due azioni di H su

G, una a sinistra ed una a destra

m
L

: H ×G −−−−−−−−−−→ G

m
R

: G×H −−−−−−−−−−→ G

che si deducono dalla moltiplicazionem : G×G −→ G. La due azioni sono azioni libere che ammettono

varietà quoziente indicata con H\G, per l’azione a sinistra, e G/H, per l’azione a destra.

Quando il sottogruppo di LieH è un sottogruppo normale la varietà delle orbite è il gruppo quoziente

G/H, che è un gruppo di Lie, altrimenti la varietà quoziente è uno spazio omogeneo con un’azione a

sinistra

G×G/H −−−−−−−−−−→ G/H

(g, [x]) 7−−−−−−−−−−→ [g · x]

oppure con un’azione a destra

H\G×G −−−−−−−−−−→ H\G

([x], g) 7−−−−−−−−−−→ [x · g]

Le due azioni sono ben definite per l’associatività dell’operazione di moltiplicazione del gruppo.
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5 Fibrati principali

Un fibrato principale con gruppo di struttura G è una varietà fibrata (P,M, π) dotata di un’azione

libera a destra P ×G −→ P con varietà delle orbite M . Le fibre Px = π−1(x) sopra ai punti x ∈ M

sono diffeomorfe al gruppo G perché su di esse l’azione di G su P induce un’azione libera e transitiva.

Fra i fibrati principali ci sono i fibrati principali banali dove P =M ×G e l’azione è definita da

(M ×G)×G −−−−−−−−−−→ M ×G

((x, g), γ) 7−−−−−−−−−−→ (x, g · γ)

Un isomorfismo di fibrati principali con gruppo di struttura G è un isomorfismo di varietà fibrate

P1
F //

π1

��

P2

π2

��
M

f
//M

tale che per ogni p ∈ P1 e per ogni g ∈ G sia F (p·g) = F (p)·g.

Anche se nella maggior parte dei casi si richiede che sia f = idM , il diffeomorfismo f ∈ Diff(M)

non deve necessariamente coincidere con idM .
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Si dimostra facilmente che un fibrato principale (P,M, π) con gruppo di struttura G è un fibrato

differenziale (P,M, π,G) con fibra tipo G. Su aperti “abbastanza piccoli” U ⊂ M si possono definire

sezioni locali σ : U −→ π−1(U) di classe C∞, ma, come vedremo più avanti, non è detto che esistano

sezioni globali σ :M −→ P di classe C∞ (o anche solo continue).

Dato un sistema di coordinate (W,ψ) = (W,xα, yi), attorno ad un punto p ∈ P , fibrate su un

sistema di coordinate (U,φ) = (U, xα), attorno al punto π(p) ∈M , una sezione locale σ : U −→ W ⊆

π−1(U)

W

π

��

ψ //Rm × Rn

pr1

��
U φ

//

σ

BB

Rm

ψ◦σ◦φ−1

\\

è definita univocamente da una sezione del tipo

ψ ◦ σ ◦ φ−1 : (xα) 7−→ (xα, σi(xβ)) .

Fissata una sezione locale σ : U −→ W , possiamo definire la funzione

ψ̄σ : U ×G −−−−−−−−−−→ π−1(U)

(x, g) 7−−−−−−−−−−→ σ(x) · g
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che risulta essere un isomorfismo di fibrati principali con gruppo di struttura G. L’isomorfismo

ψσ = (ψ̄σ)
−1 : π−1(U) −−−−−−−−−−→ U ×G

è una trivializzazione locale della varietà fibrata (P,M, π). Quindi un fibrato principale è effettivamente

un fibrato differenziale che è banale se e solo se ammette una sezione globale di classe C∞.

Se consideriamo due trivializzazioni distinte ψ1 : π
−1(U) −→ U × G e ψ2 : π

−1(U) −→ U × G su

un aperto U ⊆M , le due funzioni

ψ21 = ψ2 ◦ (ψ1)
−1 : U ×G −→ U ×G

e

ψ12 = ψ1 ◦ (ψ2)
−1 : U ×G −→ U ×G

sono isomorfismi di fibrati principali banali e, quindi, devono esistere due funzioni ψ̄21, ψ̄12 ∈ C∞(U ;G)

tali che per ogni punto x ∈ U sia ψ̄12(x) = (ψ̄21(x))
−1 e che

ψ21(x, g1) = (x, ψ̄21(x) · g1) = (x, Lψ̄21(x)(g1))

e

ψ12(x, g2) = (x, ψ̄12(x) · g2) = (x, Lψ̄12(x)(g2))

per ogni x ∈ U e per ogni g1, g2 ∈ G. Considerando le sezioni locali σi : U −→ π−1(U) associate alle

trivializzazioni locali (cioè: le sezioni locali definite da σi(x) = (ψi)
−1(x, 1)), possiamo affermare che

σi(x) = σj(x) · ψji(x).
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Le mappe tangenti T1(L̄p) : T1(G) −→ Vp(P ), che sono lineari e biiettive, permettono di costruire

un isomorfismo

P × T1(G) −→ V (P )

di fibrati vettoriali su P

P × T1(G) −−−−−−−−−−→ V (P )(
p, v⃗
)

7−−−−−−−−−−→ T1(L̄p)(v⃗) ≡ v⃗P (p)

I campi di vettori del tipo v⃗P , che sono definiti da

v⃗P (p) = T1(L̄p)(v⃗) ,

sono campi di vettori verticali. Rappresentando il campo di vettori v⃗P in una trivializzazione otteniamo

v⃗P (x, g) = vi λ⃗i(g)

ed l’espressione è indipendente dalla trivializzazione utilizzata.

Esempio 5.1. [Il fibrato delle basi L(M)]

Data una varietà M , di classe C∞ e dimensione m, definiamo il fibrato delle basi della varietà come

l’unione (per costruzione disgiunta)

L(M) =
⋃
x∈M

B(Tx(M))
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di tutte le basi degli spazi tangenti ai punti della varietà. L’insieme L(M) ha una struttura naturale

di varietà fibrata su M in quanto è un sottoinsieme aperto, e denso, del prodotto cartesiano fibrato

T (M)×M · · · ×M T (M) di m copie del fibrato tangente T (M)

L(M) ⊂ T (M)×M · · · ×M T (M)

che si proietta su M .

Su ognuna delle fibre B(Tx(M)) di L(M) c’è un’azione a destra differenziabile, libera e transitiva

del gruppo di Lie GL(m;R)

B(Tx(M))×GL(m;R) −−−−−−−−−−→ B(Tx(M))(
(e⃗i), (g

r
s)
)

7−−−−−−−−−−→ (e⃗ ′
k) = (e⃗a g

a
k)

Sulla varietà fibrata λM : L(M) −→M c’è un’azione libera naturale, a destra, del gruppo di Lie

GL(m;R) che induce una struttura di fibrato principale con gruppo di struttura GL(m;R).

Sul fibrato principale λM : L(M) −→M ci sono delle coordinate fibrate “naturali”
(
xα, eαa

)
che sono

indotte dai sistemi di coordinate fibrate naturali (xα, vα) su T (M). Con queste coordinate i vettori

della base sono

e⃗a = eαa
∂

∂xα
con det(eαa ) ̸= 0 ,

e l’azione di GL(m;R) su L(M) è data da((
xα, eβb

)
,
(
grs
))

7−−−−−−−−−−→
(
xα, eβa g

a
k

)
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Le coordinate fibrate naturali (xα, eαa ) corrispondono a delle trivializzazioni locali del fibrato principale

λM : L(M) −→M e le trasformazioni di coordinate fibrate naturali sono del tipo:(
xα, eβb

)
7−−−−−−−−−−→

(
x′α

′
, e′β

′

b

)
=
(
x′α

′
(x),

∂x′β
′

∂xβ
(x) eβb

)
Le basi per i vettori associate ai sistemi di coordinate (∂α, ∂bβ), sono legate da leggi di trasformazione

del tipo (
∂

∂xα
,
∂

∂eβb

)
=

(
∂x′α

′

∂xα
∂

∂x′α′ ,
∂2x′β

′

∂xα∂xβ
eβb

∂

∂e′β
′

b

+
∂x′β

′

∂xβ
∂

∂e′β
′

b

)
Per le basi duali si ha (

dx′α
′
, de′β

′

b

)
=

(
∂x′α

′

∂xα
dxα,

∂2x′β
′

∂xα∂xβ
eβb dx

α +
∂x′β

′

∂xβ
deβb

)
Le moltiplicazioni a destra R̄g : L(M) → L(M) e le moltiplicazioni a sinistra L̄p : GL(m;R) →

L(M) sono definite da:

R̄g :
(
xα, eβb

)
7−−−−−−−−−−→

(
xα, eβa g

a
k

)
L̄p :

(
grs
)

7−−−−−−−−−−→
(
xα, eβa g

a
k

)
con p = (x, e)

mentre i campi di vettori v⃗
L(M)

sono rappresentati da

v⃗
L(M)

(x, e) = eβa v
a
k

∂

∂eβk
= vak e

β
a ∂⃗

k
β = vak λ⃗

k
a

I campi di vettori verticali λ⃗ka sono globalmente ben definiti e sono una base per il modulo XV (P ).
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Esempio 5.2. [Il fibrato principale S3 −→ S2]

L’insieme M = C× C \ {(0, 0)} può essere visto come una varietà differenziabile reale di dimensione

4 ed il gruppo abeliano C∗ = C \ {0} come un gruppo di Lie reale di dimensione 2.

Sulla varietà M possiamo considerare l’azione differenziabile a destra del gruppo di Lie C∗ definita

da

(z1, z2) · w = (z1 · w, z2 · w) (29)

L’azione è libera ed ammette come varietà3 quoziente la sfera S2. La funzione analitica reale

π : M −−−−−−−−−−→ C× R

(z1, z2) 7−−−−−−−−−−→
(

2z1z̄2
|z1|2+|z2|2 ,

|z2|2−|z1|2
|z1|2+|z2|2

)
definisce una delle possibili proiezioni naturali della varietà M sullo spazio delle orbite S2 ⊂ C× R

π :M −→ S2

e (M,S2, π) è un fibrato principale con gruppo di struttura C∗.

Se consideriamo la restrizione dell’azione (29) al caso in cui (z1, z2) ∈ S3 ⊂M (cioè: |z1|2+|z2|2 = 1)

e w ∈ U(1) ⊂ C∗ (cioè: |w| = 1) abbiamo una proiezione

π : M ⊃ S3 −−−−−−−−−−→ S2 ⊂ C× R

(z1, z2) 7−−−−−−−−−−→
(
2z1z̄2, |z2|2 − |z1|2

) (30)

3Lo spazio quoziente M/C∗ è lo spazio proiettivo complesso P1(C) o, equivalentemente, la sfera S2 vista come sfera di Riemann.
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Per vedere che la proiezione (30) è suriettiva possiamo osservare che

1. i punti di S3 che si proiettano sul polo nord (0, 1) ∈ S2 sono tutti i punti del tipo (0, u) tali che

u ∈ U(1);

2. i punti di S3 che si proiettano sul polo sud (0,−1) ∈ S2 sono tutti i punti del tipo (u, 0) tali che

u ∈ U(1);

3. se il punto (w, r) ∈ S2 \ {(0, 1), (0,−1)}, allora esiste un angolo ψ tale che |w| = sin(2ψ),

r = cos(2ψ) e (w, r) = (sin(2ψ) w̃, cos(2ψ)), con w̃ ∈ U(1); possiamo allora dire che i punti di

S3 che si proiettano su (w, r) sono i punti del tipo (sin(ψ) w̃ u, cos(ψ)u) con u ∈ U(1).

L’azione a destra (29) di U(1) su S3 definisce una struttura di fibrato principale con gruppo di

struttura U(1) = S1. Questo fibrato non ammette sezioni globali di classe C∞ perché, altrimenti, la

varietà S3 sarebbe diffeomorfa a S2 × S1 e questo non è possibile.

Esempio 5.3. [Il fibrato principale S7 −→ S4]

Indichiamo con H il corpo dei quaternioni di Hamilton. L’insieme M = H × H \ {(0, 0)} può essere

visto come una varietà differenziabile reale di dimensione 8 ed il gruppo H∗ = H\{0} come un gruppo

di Lie reale, non abeliano, di dimensione 4.
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Sulla varietà M possiamo considerare l’azione differenziabile a destra del gruppo di Lie H∗ definita

da

(z1, z2) · w = (z1 · w, z2 · w) (31)

L’azione è libera ed ammette come varietà quoziente la sfera S4. La funzione analitica reale

π : M −−−−−−−−−−→ H× R

(z1, z2) 7−−−−−−−−−−→
(

2z1z̄2
|z1|2+|z2|2 ,

|z2|2−|z1|2
|z1|2+|z2|2

)
definisce una delle possibili proiezioni naturali della varietà M sullo spazio delle orbite S4 ⊂ H× R

π :M −→ S4

e (M,S4, π) è un fibrato principale con gruppo di struttura H∗.

Se consideriamo la restrizione dell’azione (33) al caso in cui (z1, z2) ∈ S7 ⊂M (cioè: |z1|2+|z2|2 = 1)

e w ∈ S3 ⊂ H∗ (cioè: |w| = 1) abbiamo una proiezione

π : M ⊃ S7 −−−−−−−−−−→ S4 ⊂ H× R

(z1, z2) 7−−−−−−−−−−→
(
2z1z̄2, |z2|2 − |z1|2

) (32)

Per vedere che la proiezione (32) è suriettiva possiamo osservare che

1. i punti di S7 che si proiettano sul polo nord (0, 1) ∈ S4 sono tutti i punti del tipo (0, u) tali che

u ∈ S3;
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2. i punti di S7 che si proiettano sul polo sud (0,−1) ∈ S4 sono tutti i punti del tipo (u, 0) tali che

u ∈ S3;

3. se il punto (w, r) ∈ S4 \ {(0, 1), (0,−1)}, allora esiste un angolo ψ tale che |w| = sin(2ψ),

r = cos(2ψ) e (w, r) = (sin(2ψ) w̃, cos(2ψ)), con w̃ ∈ S3; possiamo allora dire che i punti di S7

che si proiettano su (w, r) sono i punti del tipo (sin(ψ) w̃ u, cos(ψ)u) con u ∈ S3.

L’azione a destra (33) di S3 su S7 definisce una struttura di fibrato principale con gruppo di

struttura4 S3 e base S4. Questo fibrato non ammette sezioni globali di classe C∞ perché, altrimenti,

la varietà S7 sarebbe diffeomorfa a S4 × S3 e questo non è possibile.

Esempio 5.4. [Il fibrato (non principale) S15 −→ S8]

Quando proviamo a ripetere lo stesso ragionamento sostituendo il corpo H dei quaternioni con l’algebra

non associativa O degli ottonioni il procedimento non funziona perché, a causa della non associatività

dell’operazione di prodotto su O∗ e su S7, la funzione

(z1, z2) · w = (z1 · w, z2 · w) (33)

non è un’azione.
4ricordiamo che il gruppo di Lie S3 è isomorfo al gruppo di Lie SU(2).
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Definiamo ancora M = O×O \ {(0, 0)} ma il fibrato

π : M ⊃ S15 −−−−−−−−−−→ S8 ⊂ O× R

(z1, z2) 7−−−−−−−−−−→
(
2z1z̄2, |z2|2 − |z1|2

) (34)

che si ottiene non è più un fibrato principale perché S7 non è un gruppo.

Per vedere che la proiezione (34) è suriettiva possiamo possiamo procedere come abbiamo fatto nel

caso S3 −→ S2 e S7 −→ S4

1. i punti di S15 che si proiettano sul polo nord (0, 1) ∈ S8 sono tutti i punti del tipo (0, u) tali che

u ∈ S7;

2. i punti di S15 che si proiettano sul polo sud (0,−1) ∈ S8 sono tutti i punti del tipo (u, 0) tali che

u ∈ S7;

3. se il punto (w, r) ∈ S8 \ {(0, 1), (0,−1)}, allora esiste un angolo ψ tale che |w| = sin(2ψ),

r = cos(2ψ) e (w, r) = (sin(2ψ) w̃, cos(2ψ)), con w̃ ∈ S7; possiamo allora dire che i punti di S15

che si proiettano su (w, r) sono i punti del tipo (sin(ψ) w̃ u, cos(ψ)u) con u ∈ S7.

5.1 Campi di tensori invarianti sui fibrati principali

L’azione a destra P ×G −→ P del gruppo di struttura G su un fibrato principale (P,M, π) permette

di considerare campi di tensori su P che sono invarianti rispetto a tutte le moltiplicazioni a destra
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R̄g : P −→ P .

Le funzioni invarianti sono tutte e sole le controimmagini π∗(f) = f◦π delle funzioni f ∈ C∞(M ;R).

Per verificare se una funzione f ∈ C∞(M ;R) è invariante per l’azione a destra di G su P bisogna

verificare che per ogni g ∈ G sia (R̄g)
∗(f) = f . Quindi per ogni punto p ∈ P sia

(
(R̄g)

∗(f)
)
(p) = f

(
R̄g)(p)

)
= f

(
L̄p)(g)

)
Se consideriamo ora una curva t 7−→ γ(t) basata nell’identità 1 ∈ G e difiniamo v⃗ =

(
dγ(t)
dt

)
|t=0

∈ T1G,

si ha che deve essere v⃗
P
(f) = 0 per ogni v⃗ ∈ T1G.

Per studiare le 1-forme ed i campi di vettori invarianti per l’azione del gruppo G conviene rap-

presentare gli oggetti attraverso trivializzazioni locali ψ : π−1(U) −−−−−−−−−−→ U × G del fibrato

principale, tali che sull’aperto U ⊆M ci sia un sistema di coordinate (U, x1, . . . , xm).

5.1.1 Campi di vettori invarianti sui fibrati principali

Dato un campo di vettori ξ⃗ ∈ X(P ), consideriamo il campo di vettori ψ∗(ξ⃗) ∈ X(U × G) che si può

scrivere come segue

ψ∗(ξ⃗) = ξα(x, g)∂⃗α + ξ̃k(x, g)ρ⃗k(g)

dove (ρ⃗1, . . . , ρ⃗n) è una base per XR(G). Con un abuso molto diffuso di notazione identificheremo

sempre il campo di vettori ξ⃗ col campo di vettori ψ∗(ξ⃗).
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Come sappiamo, la moltiplicazione a destra R̄γ : U ×G −→ U ×G è definita

R̄γ = idU ×Rγ : (x, g) 7−−−−−−−−−−→
(
x,Rγ(g)

)
=
(
x, g · γ

)
L’immagine del campo ψ∗(ξ⃗) attraverso la moltiplicazione a destra

R̄γ = idU ×Rγ : U ×G −−−−−−−−−−→ U ×G

(x, g) 7−−−−−−−−−−→
(
x,Rγ(g)

)
=
(
x, g · γ

)
è definita da

(R̄γ)∗(ξ⃗) = (R̄γ)∗

(
ξα(x, g)∂⃗α + ξ̃k(x, g)ρ⃗k(g)

)
= (R̄γ)∗

(
ξα(x, g)

)
∂⃗α + (R̄γ)∗

(
ξ̃k(x, g)

)
ρ⃗k(g)

= ξα
(
x, g · γ−1

)
∂⃗α + ξ̃k

(
x, g · γ−1

)
ρ⃗k(g)

Quindi il campo ξ⃗ è invariante se e solo se i coefficienti ξα e ξ̃k non dipendono dal punto g ∈ G, cioè:

ξ⃗ = ξα(x)∂⃗α + ξ̃k(x)ρ⃗k(g)

In particolare, i campi di vettori ξ⃗ invarianti sono campi proiettabili.

Esempio 5.5. [Campi di vettori invarianti su L(M)]

Scegliendo di lavorare con sistemi di coordinate fibrate naturali (xα, eβk) su un aperto (λM)−1(U),

definiamo i coefficienti θaα come le componenti della matrice inversa della matrice (eβb ): cioè tali che

θaσ e
σ
b = δab e eβkθ

k
α = δβα
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Un campo di vettori ξ⃗ ∈ X(L(M)) avrà un’espressione del tipo

ξ⃗ = ξβ(x, e)∂β + ξβk (x, e) ∂
k
β

= ξβ(x, e)∂β + ξβk (x, e) θ
b
β λ⃗

k
b

= ξβ(x, e)∂β + ξβk (x, e) θ
k
α ρ⃗

α
β

dove abbiamo utilizzato i campi di vettori verticali globali

λ⃗ab = eσb
∂

∂eσa
= eσb ∂⃗

a
σ

che sono una base di XL(GL(m;R)) ed i campi di vettori verticali locali

ρ⃗αβ = eαs
∂

∂eβs
= eαs ∂⃗

s
β

che sono una base di XR(GL(m;R)).

Il campo di vettori ξ⃗ è invariante per le moltiplicazioni a destra R̄g se e solo se

ξ⃗ = ξβ(x)∂β + ξβα(x) ρ⃗
α
β = ξβ(x)∂β + ξβα(x) e

α
k ∂⃗

k
β

I campi di vettori del tipo v⃗P sono campi di vettori verticali definiti da

v⃗P : P 7−−−−−−−−−−→ T (P )(
xα, eβa

)
7−−−−−−−−−−→

(
xα, eβa , 0, e

β
a v

a
k

)
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o, equivalentemente, da

v⃗P (x, e) = eβa v
a
k

∂

∂eβk
= vak e

σ
a ∂⃗

k
σ = vak λ⃗

k
a

e, in generale, non sono invarianti per le moltiplicazioni a destra R̄g.

5.1.2 1–forme invarianti sui fibrati principali

Quando vengono rappresentate attraverso una trivializzazione locale ψ, le 1–forme invarianti per le

moltiplicazioni a destra R̄γ su un fibrato principale (P,M, π) sono 1–forme del tipo

ω = ωα(x)dx
α + ωi(x)θ

i
R(g)

Ovviamente le 1–forme orizzontali ω ∈ Ω1
H(P ) sono invarianti per le moltiplicazioni a destra R̄γ, ma

ci sono 1–forme invarianti che non sono orizzontali.

Esempio 5.6. [1–forme invarianti su L(M)]

Scegliendo di lavorare con sistemi di coordinate fibrate naturali (xα, eβk) su un aperto (λM)−1(U),

definiamo i coefficienti θaα come le componenti della matrice inversa della matrice (eβb ): cioè tali che

θaσ e
σ
b = δab e eβkθ

k
α = δβα

Una 1–forma ω ∈ Ω1(L(M)) avrà un’espressione del tipo

ω = ωβ(x, e)dx
β + ω̃kβ(x, e) de

β
k
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= ωβ(x, e)dx
β + ω̃kβ(x, e) e

β
i (θL)

i
k

= ωβ(x, e)dx
β + ω̃kβ(x, e) e

α
k (θR)

β
α

dove abbiamo utilizzato 1–forme locali

(θR)
β
α = θiα de

β
i (θR = de⊗ e−1) (35)

e le 1–forme locali

(θL)
i
k = θiα de

α
k (θL = e−1 ⊗ de) . (36)

La 1–forma ω è invariante per le moltiplicazioni a destra R̄g se e solo se

ω = ωβ(x)dx
β + ω̃αβ (x) (θR(e))

β
α = ωβ(x)dx

β + ω̃αβ (x) θ
i
α de

β
i

5.1.3 Connessioni principali sui fibrati principali

Una connessione su un fibrato principale (P,M, π) con gruppo di struttura G è una connessione

principale se la distribuzione H(P ) = ∪p∈PHp(P ) dei sottospazi orizzontali è invariante sotto l’azione

di tutte le moltiplicazioni a destra R̄g

∀g ∈ G T (R̄g)(H(P )) = H(P ) ⇐⇒ ∀g ∈ G,∀p ∈ P T (R̄g)(Hp(P )) = Hp·g(P )
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Usando una trivializzazione locale ψ : π−1(U) −→ U×G, campi di vettori D⃗α = ∂α−Γiα(x, y)∂i ∈ Hp,

che sono una base per i vettori orizzontali in Hp si possono sempre riscrivere come

D⃗α = ∂α − Γ̃kα(x, g) ρ⃗k(g)

Affinché una connessione sia una connessione principale è necessario e sufficiente che per ogni γ ∈ G

deve essere (R̄γ)∗(D⃗α) = D⃗α e, quindi, i coefficienti Γ̃iα(x, g) devono essere indipendenti dal punto

g ∈ G. Cioè, deve essere

D⃗α = ∂α − Ak
α(x) ρ⃗k(g)

I coefficienti Ak
α(x) sono le componenti della connessione principale (rispetto alla base locale ρ⃗k(g) che

dipende dalla trivializzazione ψ).

Per ogni campo di vettori ξ⃗ ∈ X(M) il sollevamento orizzontale ξ⃗
H
∈ XH(P ) di ξ⃗ è il campo di

vettori proiettabile

ξµ(x) D⃗µ = ξµ(x)
(
∂µ − Ak

µ(x) ρ⃗k(g)
)

che è invariante per le moltiplicazioni a destra R̄γ. I coefficienti Ak
µ(x) non sono le componenti di un

tensore, ma le differenze di connessioni principali sono 1–forme orizzontali a valori in V (P ). Cioè: le

differenze di connessioni principali sono elementi di XV (P )⊗Ω1
H(P ).

Il tensore di curvatura della connessione Ai
µ si ottiene calcolando i commutatori[

D⃗µ, D⃗ν

]
=
[
∂µ − Ai

µ(x) ρ⃗i(g), ∂ν − Aj
ν(x) ρ⃗j(g)

]
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= [∂µ, ∂ν]− (∂µA
j
ν(x)) ρ⃗j(g) + (∂ν A

i
µ(x)) ρ⃗i(g) + Ai

µ(x)A
j
ν(x)

[
ρ⃗i(g), ρ⃗j(g)

]
= −(∂µA

k
ν(x)− ∂ν A

k
µ(x))ρ⃗k(g)− Ai

µ(x)A
j
ν(x)c

k
ijρ⃗k(g)

= −
(
∂µA

k
ν(x)− ∂ν A

k
µ(x) + ckijA

i
µ(x)A

j
ν(x)

)
ρ⃗k(g)

= −F k
µν(x) ρ⃗k(g)

Il tensore di curvatura, che è anch’esso invariante per le moltiplicazioni a destra R̄γ, ha come compo-

nenti i coefficienti

F k
µν(x) = ∂µA

k
ν(x)− ∂ν A

k
µ(x) + ckijA

i
µ(x)A

j
ν(x)

che sono le componenti di una 2–forma orizzontale a valori in V (P ). Cioè, si ha:

F (x, g) = 1
2F

k
µν(x) dx

µ ∧ dxν ⊗ ρ⃗k(g)

La base anolonoma (D⃗µ, ρ⃗k(g)) di X(P ) ha come base duale la base (dxα,ωi) di Ω1(P ) dove le

1–forme ωi sono definite da

ωi = Ai
α(x)dx

α + θiR(g)

I differenziali dωi sono

dωi = dAi
α(x) ∧ dxα + dθiR(g)

= ∂µA
i
ν(x)dx

µ ∧ dxν + 1
2c
i
rs θ

r
R(g) ∧ θsR(g)

= 1
2

(
∂µA

i
ν(x)− ∂νA

i
ν(x)

)
dxµ ∧ dxν + 1

2c
i
rs

(
ωr − Ar

µ(x)dx
µ
)
∧
(
ωs − As

ν(x)dx
ν
)
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= 1
2

(
∂µA

i
ν(x)− ∂νA

i
µ(x) + cirsA

r
µ(x)A

s
ν(x)

)
dxµ ∧ dxν

−cirsωr ∧ As
ν(x)dx

ν + 1
2c
i
rsω

r ∧ ωs

= 1
2F

i
µν(x) dx

µ ∧ dxν − cirsω
r ∧ As

ν(x)dx
ν + 1

2c
i
rsω

r ∧ ωs

La parte orizzontale dei differenziali dωi ci danno le 2–forme di curvatura

F i(x) = 1
2F

i
µν(x) dx

µ ∧ dxν

Esempio 5.7. [Connessioni principali sui fibrati L(M)]

Data una connessione lineare sul fibrato tangente T (M) di una varietà M , i campi orizzontali definiti

nel paragrafo 11.3 di [8] permettono di costruire un campo orizzontale sul fibrato L(M). Lavorando

con sistemi di coordinate fibrate naturali (xα, eβk) su un aperto (λM)−1(U), la base D⃗µ per i vettori

orizzontali in un punto di coordinate (xα, eβk) è definita da:

D⃗µ =
∂

∂xµ
− Γαβµ(x)e

β
k

∂

∂eαk
= ∂⃗µ − Γαβµ(x)ρ⃗

β
α(e) (37)

Le 1–forme ωα
β della base duale sono, quindi, definite da

ωα
β =

(
θR(e)

)
α
β + Γαβµ(x)dx

µ = θiβ de
α
i + Γαβµ(x)dx

µ (38)

Calcolando i commutatori
[
D⃗µ, D⃗ν

]
si ottiene[
D⃗µ, D⃗ν

]
= −Rα

βµν(x)ρ⃗
β
α(e) (39)
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mentre dai differenziali delle forme ωα
β si ottongono le 2–forme di curvatura

Ωα
β = dωα

β + ωα
σ ∧ ωσ

β = 1
2R

α
βµν(x) dx

µ ∧ dxν (40)

6 Fibrati associati a fibrati principali

Dato un fibrato principale (P,M, π,G) consideriamo un’azione a sinistra

ρ : G× Y −→ Y

del gruppo di Lie G su una varietà Y . Con l’azione ρ possiamo definire un’azione a destra

ρ̃ : (P × Y )×G −−−−−−−−−−→ (P × Y )

((p, y), g) 7−−−−−−−−−−→ (p · g, ρ(g−1, y))

sulla varietà prodotto P × Y . L’azione a destra ρ̃ è libera ed ammette varietà quoziente

P ×ρ Y := (P × Y )/G

che ha una struttura naturale di fibrato su M con fibra tipo Y . Il fibrato P ×ρ Y viene detto fibrato

associato al fibrato principale P attraverso l’azione ρ̃.

Dimostrazione.
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Se consideriamo una trivializzazione locale ψ : π−1(U) −→ U ×G

ψ : π−1(U) −−−−−−−−−−→ U ×G

p 7−−−−−−−−−−→ (π(p), γ)

su di un aperto U ⊆M , possiamo rappresentare l’azione ρ̃ come segue

ρ̃ : ((U ×G)× Y )×G −−−−−−−−−−→ (U ×G)× Y

(((x, γ), y), g) 7−−−−−−−−−−→ ((x, γ · g), ρ(g−1, y))

Consideriamo ora la funzione π̃ρ : (U ×G)× Y −−−−−−−−−−→ U × Y definita da

π̃ρ : ((x, γ), y) 7−−−−−−−−−−→ (x, ỹ = ρ(γ, y))

La funzione π̃ρ, che è suriettiva con mappa tangente suriettiva, è manifestamente costante sulle orbite

dell’azione ρ̃ che coincidono con le fibre della proiezione π̃ρ. Inoltre, le coppie (x, ỹ) costituiscono una

trivializzazione locale del fibrato πρ : P ×ρ Y −→M .

Esempio 6.1. [fibrato banale]

Se l’azione a sinistra ρ : G × Y −→ Y è l’azione banale ρ : (g, y) 7−→ y allora il fibrato πρ : P ×ρ

Y −→M è il fibrato banale pr1 :M × Y −→M .
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Esempio 6.2. [fibrato vettoriale]

Se la varietà Y è uno spazio vettoriale di dimensione finita e l’azione a sinistra ρ : G × Y −→ Y è

una rappresentazione lineare allora il fibrato πρ : P ×ρ Y −→M ha una struttura naturale di fibrato

vettoriale su M .

Esempio 6.3. [fibrato affine]

Se la varietà Y è uno spazio affine di dimensione finita e l’azione a sinistra ρ : G × Y −→ Y è una

rappresentazione affine allora il fibrato πρ : P ×ρ Y −→M ha una struttura naturale di fibrato affine

su M .

Esempio 6.4. [fibrato principale]

Se Y = G e l’azione a sinistra ρ : G × Y −→ Y è la moltiplicazione a sinistra allora il fibrato

πρ : P ×ρ Y −→M ha una struttura naturale di fibrato principale su M che è isomorfa a quella del

fibrato principale P .

Esempio 6.5. [fibrato di gruppi di Lie]

Se Y = G e l’azione a sinistra ρ : G × Y −→ Y è la rappresentazione aggiunta ρ : (g, y) 7−→ Adg(y)

allora le fibre del fibrato πρ : P ×ρ Y −→M hanno una struttura naturale di gruppo di Lie isomorfa

a quella di G e si ha una struttura di fibrato di gruppi di Lie su M .
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Esempio 6.6. [fibrato di algebre di Lie]

Se Y = g e l’azione a sinistra ρ : G × Y −→ Y è la rappresentazione aggiunta ρ : (g, y) 7−→ adg(y)

allora le fibre del fibrato πρ : P ×ρ Y −→M hanno una struttura naturale di algebra di Lie isomorfa

a quella dell’algebra di Lie g di G e si ha una struttura di fibrato di algebre di Lie su M .

FINE LEZIONE 17 MMdFC (2023-04-26 ore 16:00 – 18:00)
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Esempio 6.7. [fibrato degli scalari]

Se P = L(M), se Y = R e se l’azione ρ è l’azione banale

ρ : GL(m;R)× R −−−−−−−−−−→ R

(g, s) 7−−−−−−−−−−→ s

allora il fibrato πρ : P ×ρY −→M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che è isomorfa

a quella del fibrato banale pr1 :M × R −→M .

Esempio 6.8. [fibrato tangente]

Se P = L(M), se Y = Rm e se l’azione ρ è l’azione naturale a sinistra

ρ : GL(m;R)× Rm −−−−−−−−−−→ Rm

(g, v) 7−−−−−−−−−−→ g(v)

allora il fibrato πρ : P ×ρY −→M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che è isomorfa

a quella del fibrato tangente τM : T (M) −→M .

Basta infatti considerare la proiezione

π : L(M)× Rm −−−−−−−−−−→ T (M)

((xα, eβi ), v
j) 7−−−−−−−−−−→ (xα, eβkv

k)

che è invariante rispetto all’azione (L(M)× Rm)×GL(m;R) −→ L(M)× Rm.
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Esempio 6.9. [fibrato cotangente]

Se P = L(M), se Y = (Rm)∗ e se l’azione ρ è l’azione naturale a sinistra

ρ : GL(m;R)× (Rm)∗ −−−−−−−−−−→ (Rm)∗

(g, ω) 7−−−−−−−−−−→ ω ◦
(
g−1
)

allora il fibrato πρ : P ×ρY −→M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che è isomorfa

a quella del fibrato cotangente πM : T ∗(M) −→M .

Basta infatti considerare la proiezione

π : L(M)× (Rm)∗ −−−−−−−−−−→ T ∗(M)

((xα, eβi ), ωj) 7−−−−−−−−−−→ (xα, ωkθ
k
β)

che è invariante rispetto all’azione (L(M)× (Rm)∗)×GL(m;R) −→ L(M)× (Rm)∗.

Esempio 6.10. [fibrati di tensori]

Se P = L(M), se Y = T pq (Rm) ≡ L((Rm)⊗q; (Rm)⊗p) e se l’azione ρ è l’azione naturale a sinistra

ρ : GL(m;R)× T pq (Rm) −−−−−−−−−−→ T pq (Rm)

(g, t) 7−−−−−−−−−−→
(
g
)⊗p ◦ t ◦ (g−1

)⊗q
allora il fibrato πρ : P ×ρY −→M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale su M che è isomorfa

a quella del fibrato cotangente π : T pq (M) −→M .
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Basta infatti considerare la proiezione

π : L(M)× T pq (Rm) −−−−−−−−−−→ T pq (M)

((x, e), t) 7−−−−−−−−−−→ (x,
(
e
)⊗p ◦ t ◦ (e−1

)⊗q
)

che è invariante rispetto all’azione (L(M)× T pq (Rm)×GL(m;R) −→ L(M)× T pq (Rm).

Esempio 6.11. [fibrati di densità tensoriali]

Se P = L(M), se Y = T pq (Rm) ≡ L((Rm)⊗q; (Rm)⊗p) e se l’azione ρ è l’azione “naturale” a sinistra

ρ : GL(m;R)× T pq (Rm) −−−−−−−−−−→ T pq (Rm)

(g, t) 7−−−−−−−−−−→ (det(g)−w)
(
g
)⊗p ◦ t ◦ (g−1

)⊗q
allora il fibrato associato πρ : P×ρY −→M ha una struttura naturale di fibrato vettoriale

(w)

DT pq(M) −→M

che viene detto fibrato delle densità tensoriali p volte controvarianti, q volte covarianti e di peso w.

Ovviamente si ha
(0)

DT pq(M) ≡ T pq (M).

Si dimostra facilmente che

• il prodotto tensoriale fibrato
(w)

DT pq(M)⊗M

(z)

DT rs(M) è isomorfo al fibrato
(w+z)

DT p+rq+s(M);

• il fibrato duale del fibrato
(w)

DT pq(M) è il fibrato
(−w)

DT qp(M);

• i simboli di Levi–Civita εi1...im sono le componenti di una densità tensoriale m volte covariante,

antisimmetrica e di peso −1;
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• i simboli di Levi–Civita εi1...im sono le componenti di una densità tensoriale m volte controvariante,

antisimmetrica e di peso 1

• il determinante det(tij(x)) della matrice delle componenti di un campo di tensori due volte co-

variante t = tij(x)dx
i ⊗ dxj è una densità scalare di peso 2 e che

√
| det(tij(x))| è una densità

scalare di peso 1;

• il determinante det(tij(x)) della matrice delle componenti di un campo di tensori due volte con-

trovariante t = tij(x)∂i ⊗ ∂j è una densità scalare di peso −2 e che
√
| det(tij(x))| è una densità

scalare di peso −1.

Quando p = 1 e q = 0 avremo il fibrato delle densità vettoriali di peso w; p = 0 e q = 0 avremo il

fibrato delle densità scalari di peso w.

Osservazione 6.1. [Densità tensoriali]

Le densità tensoriali su una varietà M sono definite come sezioni di certi fibrati vettoriali associati

al fibrato delle basi L(M). Le azioni ρ che producono rappresentazioni lineari del gruppo di Lie

GL(m;R), su spazi vettoriali del tipo T pq (Rm), che differiscono da quelle solite per il prodotto di una

potenza del determinante det(g) dell’elemento g ∈ GL(m;R):

ρ : GL(m;R)× T pq (Rm) −−−−−−−−−−→ T pq (Rm)

(grk, t
i1...ip
j1...iq

) 7−−−−−−−−−−→ (det(g)−w) gr1i1 · · · g
rp
ip
t
i1...ip
j1...jq

ḡj1s1 · · · ḡ
jq
sq
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Il fibrato associato L(M)×ρT
p
q (Rm) è il fibrato vettoriale su M le cui sezioni sono le densità tensoriali

p-volte controvarianti, q-volte covarianti di peso w. Quando p = 1 e q = 0 le chiameremo densità

vettoriali di peso w; p = 0 e q = 0 le chiameremo densità scalari di peso w.

6.1 Connessioni indotte sui fibrati associati

Consideriamo un fibrato πρ : P ×ρ Y −→M e scegliamo una connessione principale sul fibrato prin-

cipale P . Scelta una trivializzazione locale ψ : π−1(U) −→ U × G sul dominio U di una carta

(U, x1, . . . , xm) di M , consideriamo la base

D⃗α = ∂α − Ak
α(x) ρ⃗k(g)

per i campi di vettori orizzontali sul fibrato P . I campi di vettori D⃗α possono essere estesi a campi

vettoriali D⃗′
α sul prodotto cartesiano (U ×G)× Y aggiungendo ad essi il campo di vettori 0⃗ ∈ X(Y )

D⃗′
α = ∂α − Ak

α(x) ρ⃗k(g) + 0⃗

Si può dimostrare che i campi di vettori D⃗′
α così definiti si proiettano su campi di vettori D⃗′′

α sulla

varietà quoziente P ×ρ Y

Dimostrazione.

Per prima cosa osserviamo che si ha

ỹ = ρ(g, y) = L̄′
g(y) = R̄′

y(g)
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e che

R̄′
y(Rg(γ)) = R̄′

y(γ · g) = ρ((γ · g), y) = ρ(γ, ρ(g, y)) = R̄′
ρ(g,y)(γ) = R̄′

ỹ(γ)

Da queste identità si deduce che se consideriamo il diffeomorfismo

χ : U ×G× Y −−−−−−−−−−→ U ×G× Y

(x, g, y) 7−−−−−−−−−−→ (x, g, ỹ)

si ha

χ∗(D⃗
′
α) = ∂α − Ak

α(x) ρ⃗k(g)− Ak
α(x)

(
(e⃗k)Y (ỹ)

)
dove ricordiamo che ρ⃗k(g) = (T1(Rg))(e⃗k) e che (e⃗k)Y (ỹ) = (T1(R̄

′
ỹ))(e⃗k), essendo (e⃗1, . . . , e⃗n) ∈

B(T1(G)).

Il campo χ∗(D⃗
′
α) ∈ X(U ×G× Y ) si proietta sul campo D⃗′′

α ∈ X(U × Y ) definito da:

D⃗′′
α = ∂α − Ak

α(x)
(
(ek)Y (ỹ)

)
e questo conclude la dimostrazione.

Esempio 6.12. [connessioni indotte sul fibrato tangente]

Consideriamo l’azione a sinistra

ρ : GL(m;R)× Rm −−−−−−−−−−→ Rm

(g, v) 7−−−−−−−−−−→ g(v)
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che ci permette di ottenere il fibrato tangente T (M) come fibrato associato L(M)×ρ Rm.

Per ogni connessione principale sul fibrato L(M), sappiamo che, in un sistema di cordinate fibrate

naturali (xα, eβb ), la connessione ha i sottospazi orizzontali generati da campi di vettori del tipo

D⃗µ = ∂µ − Γαβµ(x)ρ⃗
β
α = ∂µ − Γαβµ(x)e

β
s ∂⃗

s
α =

∂

∂xµ
− Γαβµ(x)e

β
s

∂

∂eαs

dove i coefficienti Γαβµ(x) sono le componenti di una connessione lineare sul fibrato tangente T (M).

La trasformazione di coordinate

χ : L(M)× Rm −−−−−−−−−−→ L(M)× Rm

((xα, eβi ), v
j) 7−−−−−−−−−−→ ((xα, eβi ), ṽ

β) ,

dove si è posto ṽβ = eβkv
k ci permette di dedurre immediatamente che

D⃗µ(ṽ
σ) = −Γαβµ(x)e

β
s

∂ (eσkv
k)

∂eαs
= −Γαβµ(x)e

β
s δ

σ
αδ

s
kv

k = −Γσβµ(x)e
β
sv

s = −Γσβµ(x)ṽ
β

e che si ha

D⃗′
µ =

∂

∂xµ
− Γαβµ(x)e

β
s

∂

∂eαs
− Γσβµ(x)ṽ

β ∂

∂ṽσ

e che

D⃗′′
µ =

∂

∂xµ
− Γσβµ(x)ṽ

β ∂

∂ṽσ
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Esempio 6.13. [connessioni indotte sul fibrato cotangente]

Consideriamo l’azione a sinistra

ρ : GL(m;R)× (Rm)∗ −−−−−−−−−−→ (Rm)∗

(g, ω) 7−−−−−−−−−−→ ω ◦ g−1

che ci permette di ottenere il fibrato tangente T (M) come fibrato associato L(M)×ρ Rm.

La trasformazione di coordinate

χ : L(M)× (Rm)∗ −−−−−−−−−−→ L(M)× (Rm)∗

((xα, eβi ), ωj) 7−−−−−−−−−−→ ((xα, eβi ), ω̃β) ,

dove si è posto ω̃β = ωkθ
k
β ci permette di dedurre immediatamente che

D⃗µ(ω̃σ) = −Γαβµ(x)e
β
s

∂ (ωkθ
k
σ)

∂eαs
= Γαβµ(x)e

β
s θ

k
λδ

λ
αδ

s
i θ
i
σωk = Γλβµ(x)e

β
s θ

k
λδ

s
i θ
i
σωk = Γλσµ(x)ω̃λ

e che si ha

D⃗′
µ =

∂

∂xµ
− Γαβµ(x)e

β
s

∂

∂eαs
+ Γλσµ(x)ω̃λ

∂

∂ω̃σ

e che

D⃗′′
µ =

∂

∂xµ
+ Γλσµ(x)ω̃λ

∂

∂ω̃σ

Esempio 6.14. [connessioni indotte sui fibrati di densità scalari]
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Consideriamo l’azione a sinistra

ρ : GL(m;R)× R −−−−−−−−−−→ R

(g,X) 7−−−−−−−−−−→ (det(g)−w)X

che ci permette di ottenere il fibrato
(w)

DS(M) delle densità scalari di peso w come fibrato associato

L(M)×ρ R.

La trasformazione di coordinate

χ : L(M)× R −−−−−−−−−−→ L(M)× R

((xα, eβi ), X) 7−−−−−−−−−−→ ((xα, eβi ), X̃) ,

dove si è posto X̃ = det(eαa )
−wX = det(θaα)

wX ci permette di dedurre immediatamente che

D⃗µ(X̃) = −Γαβµ(x)e
β
s

∂ (det(eσr )
−wX)

∂eαs
= +wΓαβµ(x)e

β
s det(e

σ
r )

−wθsαX = +wΓααµ(x)X̃

e che si ha

D⃗′
µ =

∂

∂xµ
− Γαβµ(x)e

β
s

∂

∂eαs
+ wΓααµ(x)X̃

∂

∂X̃

e che

D⃗′′
µ =

∂

∂xµ
+ wΓααµ(x)X̃

∂

∂X̃

Osservazione 6.2. [Densità scalari]



Marco FERRARIS 93

Per le densità scalari di peso w, l’azione a sinistra su R è

ρ : GL(m;R)× R −−−−−−−−−−→ R

(grk, ω) 7−−−−−−−−−−→ (det(g)−w)ω

e l’azione a destra attraverso cui si costruisce il fibrato associato L(M)×ρ R è

ρ : L(M)× R×GL(m;R) −−−−−−−−−−→ L(M)× R

((xα, eλk, ω), g
r
s) 7−−−−−−−−−−→ (xα, eλk g

k
s , (det(g)

w)ω)

La trasformazione di coordinate

(xα, eλk, ω) 7−−−−−−−−−−→ (xα, eλk, ω̃ =
(
det(eλk)

−w)ω)
su L(M) × R ci permette di dire che le coordinate fibrate naturali su L(M) ×ρ R sono (xα, ω̃).

Cambiando il sistema di coordinate su M si ottiene una legge di trasformazione di coordinate fibrate

naturali (x, ω̃) 7−→ (x′(x), ω̃′(x, ω̃)) dove

ω̃′ = det (e′)
−w
ω = det

(
∂x′

∂x
e

)−w
ω = det

(
∂x′

∂x

)−w
ω̃ = det

(
∂x

∂x′

)w
ω̃

Un campo di vettori ξ⃗ ∈ X(M) induce il campo di vettori

L(ξ⃗) = ξα
∂

∂xα
+
∂ξα

∂xν
eνk

∂

∂eαk

che, a sua volta, induce il campo di vettori

ξα
∂

∂xα
− w

∂ξν

∂xν
ω̃
∂

∂ω̃
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sul fibrato L(M)×ρ R.

La derivata di Lie di una sezione x 7−→ ω̃(x) è data da:

£ξ⃗ (ω̃) = ξσ∂σω̃ + w ω̃ ∂σξ
σ

Una connessione lineare Γαβµ su M induce una base per i campi di vettori orizzontali

D⃗µ = ∂µ − Γαβµe
β
k∂

k
α

di una connessione principale sul fibrato principale L(M). I campi D⃗µ inducono i campi di vettori

D⃗′
µ =

∂

∂xµ
+ w Γααµω̃

∂

∂ω̃

che sono una base per i vettori orizzontali della la connessione lineare indotta da Γ sul fibrato vettoriale

L(M)×ρ R. La derivata covariante ∇ξ⃗ ω̃ di una sezione ω̃ di L(M)×ρ R è

∇ξ⃗ ω̃ = ξµ∇µω̃ = ξµ(∂µω̃ − w Γααµω̃)

Su una varietà M orientata, le densità scalari di peso 1 sono in corrispondenza biunivoca con le

m–forme

ω̃(x) 7−−−−−−−−−−→ ω̃(x) ds(x)

(ovviamente, si devono utilizzare solo carte orientate positivamente).

Se consideriamo due densità scalari ω1, di peso w1, e ω2, di peso w2, allora il prodotto tensoriale

ω1 ⊗ ω2 è una densità scalare di peso w1 + w2. Siccome le densità scalari di peso 0 sono le funzioni
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f ∈ F(M), le densità scalari di peso −w sono le sezioni del fibrato duale di quello le cui sezioni sono

le densità scalari di peso w.

Per le derivate di Lie £ξ⃗ (·) e per le derivate covarianti ∇ξ⃗ (·) valgono le solite regole che valgono

per le derivate di Lie e le derivate covarianti dei campi di tensori. In particolare delle regole di tipo

Leibnitz:

£ξ⃗ (ω1 ⊗ ω2) = £ξ⃗ (ω1)⊗ ω2 + ω1 ⊗£ξ⃗ (ω2)

∇ξ⃗ (ω1 ⊗ ω2) = ∇ξ⃗ (ω1)⊗ ω2 + ω1 ⊗∇ξ⃗ (ω2)

Osservazione 6.3. [Densità vettoriali]

Per le densità vettoriali di peso w, l’azione a sinistra su Rm è

ρ : GL(m;R)× Rm −−−−−−−−−−→ Rm

(grk, ω
i) 7−−−−−−−−−−→ (det(g)−w) gsk ω

k

e l’azione a destra attraverso cui si costruisce il fibrato associato L(M)×ρ Rm è

ρ : L(M)× Rm ×GL(m;R) −−−−−−−−−−→ L(M)× Rm

((xα, eλk, ω
i), grs) 7−−−−−−−−−−→ (xα, eλk g

k
s , (det(g)

−w) ḡsk ω
k)

La trasformazione di coordinate

(xα, eλk, ω
i) 7−−−−−−−−−−→ (xα, eλk, ω̃

α = det(eλk)
−w eαk ω

k)
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su L(M) × Rm ci permette di dire che le coordinate fibrate naturali su L(M) ×ρ Rm sono (xα, ω̃β).

Cambiando il sistema di coordinate su M si ottiene una legge di trasformazione di coordinate fibrate

naturali (x, ω̃) 7−→ (x′(x), ω̃′(x, ω̃)) dove

ω̃′ = det (e′)
−w
e′ ω = det

(
∂x′

∂x
e

)−w
∂x′

∂x
e ω = det

(
∂x′

∂x

)−w
∂x′

∂x
ω̃ = det

(
∂x

∂x′

)w
∂x′

∂x
ω̃

Un campo di vettori ξ⃗ ∈ X(M) induce il campo di vettori

L(ξ⃗) = ξα
∂

∂xα
+
∂ξα

∂xν
eνk

∂

∂eαk

che, a sua volta, induce il campo di vettori

ξα
∂

∂xα
+
∂ξν

∂xσ
ω̃σ

∂

∂ω̃ν
− w

∂ξσ

∂xσ
ω̃ν

∂

∂ω̃ν

sul fibrato L(M)×ρ Rm.

La derivata di Lie di una sezione x 7−→ ω̃(x) è data da:(
£ξ⃗ (ω̃)

)ν
= £ξ⃗ ω̃

ν = ξσ∂σω̃
ν − ∂σξ

νω̃σ + w ω̃ν ∂σξ
σ

Data una connessione lineare Γαβµ su M induce una base per i campi di vettori orizzontali

D⃗µ = ∂µ − Γαβµe
β
k∂

k
α

di una connessione principale sul fibrato principale L(M). I campi D⃗µ inducono i campi di vettori

D⃗′
µ =

∂

∂xµ
− Γαβµω̃

β ∂

∂ω̃α
+ w Γσσµω̃

α ∂

∂ω̃α
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che sono una base per i vettori orizzontali della la connessione lineare indotta da Γ sul fibrato vettoriale

L(M)×ρ Rm. La derivata covariante ∇ξ⃗ ω̃ di una sezione ω̃ di L(M)×ρ Rm è

(∇ξ⃗ ω̃)
α = ξµ∇µω̃

α = ξµ
(
∂µω̃

α + Γαβµω̃
β − w Γσσµω̃

α
)

Per le densità vettoriali di peso 1, si ha

∇µω̃
µ = ∂µω̃

µ + Γµβµω̃
β − Γσσµω̃

µ = ∂µω̃
µ − T σσνω̃

ν

In particolare, se la traccia T σσν della torsione della connessione Γαβµ si annulla otteniamo

∇µω̃
µ = ∂µω̃

µ

Questo è sempre il caso per le connessioni simmetriche.

Su una varietà M orientata, le densità vettoriali di peso 1 sono in corrispondenza biunivoca con le

(m− 1)–forme

ω̃(x) 7−−−−−−−−−−→ ω̃(x)ν dsν(x)

(ovviamente, si devono utilizzare solo carte orientate positivamente).
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