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Osservazione 3.6. [Connessioni principali
Una connessione principale su un fibrato principale # : P — M, con gruppo di struttura G, é una
connessione sulla varieta fibrata P se il sottofibrato vettoriale H C T'(P), dei vettori orizzontali per

la connessione, € invariante per moltiplicazione a destra:
Vge G T(R,)(H)=H = Vpe P ANVgeG T(R,)(H,) = H,,

Sfruttando le trivializzazioni locali ¢ : 7= }(U) — U x G del fibrato principale P, sopra aperti U € M
che sono domini di sistemi di coordinate (z®), possiamo rappresentare le basi per gli spazi H,, dei vettori

orizzontali di una connessione principale con espressioni del tipo
Da — 804 - Fé(xug)ai — aa - Ag(x)ﬁl(g)

dove i campi p; € X, (G) sono una base per i campi di vettori invarianti per moltiplicazione a destra.
Se il fibrato principale P non ¢ isomorfo al fibrato banale M x G (cioé: se non ammette sezioni
globali di classe C*) i campi di vettori g;(g) sono definiti solo sull’aperto #=1(U) dove & definita la
trivializzazione e dipendono esplicitamente da essa.

Per quanto riguarda la curvatura della connessione, si ha:

Do By = (=Da(Ah) + Dy(4h)) i+ ALA3 7, 7]
= (~0a(A5) + 05(A) — ALALE) o
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= — (0 (A5) — 95(A) + AL A5E) i

= —Fys(x)ph

Le moltiplicazioni a destra Rg : P — P, che sono isomorfismi verticali del fibrato P, si possono
prolungare a J'(R,) : JY(P) — J'(P) fornendo le moltiplicazioni a destra per un’azione a destra
JYP) x G — J'(P). In analogia con quanto visto per J'(L(M)), la varieta delle orbite C(P) =
JY(P)/G esiste ed ¢ un fibrato affine C(P) — M. Questo risultato ¢ stato dimostrato nel 1972 dal
salmantino P.L. Garcia-Pérez, si veda [5]; i coefficienti A’ (x) rappresentano la versione in coordinate

di sezioni globali del fibrato affine C(P) — M.

3.4 Fibrati delle basi di ordine superiore

Il fibrato L(M) si pud vedere come il fibrato P (R™; M), dove m = dim(M). 1l fibrato B} (R™; M),
che verra indicato con L!(M), ha una struttura naturale di fibrato principale con gruppo di struttura

Gl e con 'azione a destra definita da

mt . LY(M) x GL

(o (o), 4o (7))

L'(M)

~

Jolo o) =jg(a) s ()

~
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Se consideriamo invece il fibrato L¥(M) = PF(R™; M), vediamo che esso ha una struttura naturale

di fibrato principale, con base M, con gruppo di struttura G¥ e con l'azione a destra definita da

mb . LM (M) x G*.

(76(0), 46 (7))

LE(M)

~

if(o o) =ji(o) e ji(v)

~

I fibrato principale L¥*(M) viene detto fibrato delle basi di ordine k della varieta M ed i fibrati associati

al fibrato principale L*(M) sono detti fibrati di oggetti geometrici di ordine < k sulla varieta M.

Se consideriamo una funzione f € C*(M; N) fra due varieta differenziabili possiamo estendere la

funzione f ad una funzione L*(f) definita da

LE(f) = LF(M) » LH(V)
jt (o) s (o) = it ()« k(o)

Se g € C¥(N; Q) allora si ha L*(g o f) = L*(g) o L*(f). In particolare si ha L*(idy;) = idpr(ay) e, se
f ¢ un diffeomorfismo, anche L¥(f) lo & e si ha L*(f~!) = (L*(f))~%
Se consideriamo un gruppo ad un parametro di diffeomorfismi (locali) ¢; € Diff (M), generato dal

flusso di un campo di vettori £ € X(M), allora L*(p;) & un gruppo ad un parametro di diffeomorfismi

(locali) di L*(M) che genera un campo di vettori L* (5) € X(LF(M)).
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3.4.1 Connessioni lineari su varieta come oggetti del second’ordine

Consideriamo il fibrato L?(M) delle basi del second’ordine di una varieta M. Il gruppo di Lie G2,

agisce naturalmente a destra sul fibrato L*(M) con l'azione

m? . LA(M) x G2, » L2(M)
(J5(0), 45 (7)) » Jo(o o) = jglo) g5 (v)

che, usando le coordinate naturali (2, ef', €f;) su L*(M) e le coordinate naturali su G2,, & rappresentata

dalla funzione

(@ ey €5); (95 Gun)) » (2%, €], € g, + €,9.9))
Indicando con (h{, h;)k) = (g%, g?k)_l, consideriamo 1'azione a sinistra
P (95 9u), (£55) r (tye = g toohiphs + g3 ) (21)

sulla varieta Ty (R™). L’azione a destra di G?, su L?(M) x T}(R") sara definita da

(((xa7 6?7 6%)7 (t?j))a (ggu ng)) — (($a7 eggzru egg:w + 67(}3917;95)7 (hgltgcgg’gg’ + hglgg’c’)> <22)

Per scoprire qual’é la varieta quoziente di questa azione ¢ sufficiente cambiare, come al solito, le

coordinate su L*(M) x T4 (R™)

(2", €, e, (t)) — (2, €2, el 5,)
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dove si & posto 7§, = € gcﬁ%ﬁg + eqUf,, con (U5, 9%,) = (ef, efk)_l'

Con le nuove coordinate (x*,e$ ¢’

€', €1, 75,) la trasformazione (22) diventa

(@ e e5) (950)): (95 90)) ¥ (27 €lgi € gn, + €159u90) (V5,)) (23)
e lo spazio delle orbite L*(M) x, Ty(R™) = (L*(M) x Ty (R™))/G?, puod essere parametrizzato
dalle coordinate (z% v§,). Analizzando le leggi di trasformazione delle coordinate (z%,v§,) quan-
do cambiamo le coordinate (x®) su M, scopriamo che coincide con la trasformazione (20). Quindi,
L*(M) x, Ty (R™) = C(M) e le connessioni lineari sono oggetti geometrici del second’ordine.
Il sottospazio S3(R™) ¢ invariante rispetto all’azione (21) quindi, indicando con C(M) il fibrato af-
fine le cui sezioni sono le connessioni simmetriche, si ha L*(M) x ,S3(R™) = (L*(M) x S3(R™))/G?2, =
Cs(M) e le connessioni lineari simmetriche son oggetti geometrici del second’ordine.

Infine, considerando la traccia

~ r T \ a/ — ! b ' — 4@ ' a
p - ((937 guv)? (tgj)) : . (tla’c’ - gg ZCha’hg’ + gg hg’c’ — tac 2’ + gg ha’c’) (24)
dell’azione (21), scopriamo che anche le tracce delle connessioni lineari su varieta sono oggetti geome-

trici del second’ordine.

Esempio 3.8. |L1]

Nel caso k = 1, possiamo scrivere che se la funzione f é definita da

S () (y") = (f*(=)
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con mappa tangente T'(f) definita da

T(f): (3% > (v 97) = (F4(2%), 0a fA(2)i%)
La funzione L'(f) ¢ definita
LY(f) « (2, 2f) >yt y) = (FA(@), Oaf(w)af)

con mappa tangente

T(LNf)) = (2%, af, 0,25 > (it ot o)
dove
yt = [
yi' = Oaf ()]
gt = OafA(x)i"
i = Oaf ()il + 0p0af" ()i

Un gruppo ad un parametro di diffeomorfismi (locali) ¢; generato da un campo di vettori é’ € X(M)

rappresentato da:

§: () > (2°,67(x))

genera un campo di vettori L' (5 )

LHE) : (@) > (o, 2f, €7 (), 270,67 () (25)
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0, equivalentemente

£=¢ ()05 » LNE) = €%(2)05 + 270,¢" ()0} (26)
La funzione (25) induce un isomorfismo

LY M) x5 JHT(M)) s T(LY(M))

di fibrati vettoriali su L'(M) e si dimostra® che
L&), L&) = ([ &))
e, quindi, la funzione (26), che & iniettiva, ¢ un morfismo iniettivo di algebre di Lie

X(M) — X, (LY(M)) € X(L}(M)).

Esempio 3.9. [L?|
Nel caso k = 2, la funzione L?(f) ¢ definita

L(f): (2 af,afy) — (' ulsu) = (FA(0), 0uf (@)af, 050 A (0)aaf + Ou f (w)af)

Un gruppo ad un parametro di diffeomorfismi (locali) ¢; generato da un campo di vettori E € X(M)

rappresentato da:

§: () > (2°,6%(x))

Sfarlo per esercizio
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genera un campo di vettori L? ({ )

—

L2(E) : (2,20, a) — (¢, a2, 2%, € (@), 200,€ (), 2%270,0,  (2) + 25,0, (x))  (27)

0, equivalentemente

—

£ =& ()05 — L*(§) = ()05 + 270," (2) 0} + (2427 0,0,8" () + 25;0,6%(2)) 0 (28)

La funzione (27) induce un isomorfismo

L*(M) xar JH(T(M)) » T(L*(M))
di fibrati vettoriali su L?(M) e si dimostra’ che
6.6 - £(5.)])
e, quindi, la funzione (28), che ¢ iniettiva, & un morfismo iniettivo di algebre di Lie

X(M) — X, (L*(M)) C X(L*(M)).

"farlo per esercizio
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[ campi L? (E ) sono proiettabili sulla base M ed anche su Ll(g ) Si ha il seguente diagramma

commutativo

X, (L*(M))

Esempio 3.10. |L*| Si dimostra che i campi L* (5) passano al quoziente sui fibrati di oggetti geometrici
di ordine < k che, come sappiamo, sono fibrati associati del tipo L*(M) X, () indotti da un’azione a

sinistra

p:GhxQ

O

del gruppo G* su una varieta Q.

Esempio 3.11. |Derivata di Lie di connessioni lineari su una varieta)
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(29)
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Il campo di vettori

L*(§) = &(2)35 + €70, (2) 0} + (/70,057 () + €5,0,6° () 0
passa al quoziente sul fibrato associato C'(M) e permette di definire la derivata di Lie di una sezione

del fibrato C(M).
Ricordando che
Vi = et G + €0, (30)
e che
voel = 0f (31)
vegeie; + e, = 0 (32)
ey = 0 (33)
esIz0l + e, = 0 (34)
(35)

L2 (E) (r)/go) - (fga + ,Ygagg + 'anfg o ngycﬂua)

e,

(%

si ha®
Il campo di vettori indotto sul fibrato C'(M) dal campo di vettori é’ € X(M) attraverso il campo
(36)

L? (E) € X,(L*(M)) ¢, quindi, il seguente
= =805 — (5, + V85 + 1580 — £875,)

8Vedere il foglio di lavoro di Maple 18 allegato per la dimostrazione.



74 Appunti sugli spazi di getti (versione preliminare 2023)

dove si ¢ posto £ = %(x), £F = 05€%(x), &5, = 0,05 (), Js = 25 e drr = afg . I campo

o

= € X(C(M)) cosi ottenuto ¢ proiettabile e si proietta sul campo & € X(M).
Per definire la derivata di Lie di una sezione I' del fibrato C'(M) rispetto al campo 5 si procede in

modo analogo a quanto fatto per le derivate covarianti di sezioni di varieta fibrate. Per prima cosa si

definisce

ottenendo, in questo modo, un campo di vettori verticali sopra alla sezione I'. Siccome C' (M) & un
fibrato affine su M, modellato sul fibrato vettoriale T3 (M), il fibrato dei vettori verticali V(C(M))
¢ naturalmente isomorfo al prodotto cartesiano fibrato C'(M) x,, Ty (M). La derivata di Lie Lz (T')
puo, quindi, essere rappresentata da una coppia (F, LE(F)) dove le componenti LzI'5, = (LE(F))gu
del campo di tensori Lz (I') sono definite da

LTS, = €00T5, — &T5, + Tl + T5.80 + &, (37)

= R§,.& +V, V" (38)

Se la connessione I3, € simmetrica, allora anche la derivata di Lie LgFgﬁu & un tensore simmetrico

nei due indici covarianti, cioe Lg—»(F) € SYH(M). Quando la connessione I'5,, coincide coi simboli di
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Christoffel di seconda specie di una metrica g,s si dimostra facilmente che?:
LEF%‘M = %g(m (Vﬁ (nggu) + VN (nggﬁ) -V, (nggu)) (39)

In particolare, se il campo di vettori 5’ ¢ un campo di Killing (isometria infinitesima) di una metrica

JaB, OVVEro ngaﬁ = 0, si ha:

ng(m =0 - Lgrgu =0 (40)

9Questa formula assomiglia alla formula di Palatini per la variazione dei simboli di Christoffel di seconda specie della metrica gas.
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