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Sommario

Per l'integrazione delle forme differenziali si veda [10]. Per il calcolo delle variazioni sulle varieta fibrate si veda, ad esempio,

6. ...

1 Integrazione delle forme differenziali

1.1 Funzioni a campana

Dato un numero reale a € R, possiamo considerare funzioni f € C*°(R;R) tali che x < a = f(x) =

0 A z>a= f(xr) > 0. L’esempio tipico di funzioni di questo tipo é la funzione f : x — ¢(x — a)
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dove la funzione ¢ ¢é definita da

6_%, x>0

Siccome la funzione ¢ ¢ derivabile infinite volte in ogni punto z € R\ {0} e si ha:

lim DF(¢)(x) = 0= lim D*(¢)(x).

z—0~ z—0t

Possiamo, quindi, affermare che ¢ € C*°(R;R) e che Vk > 1 si ha D*(¢)(0) = 0. Per costruzione, la
funzione ¢ ¢ analitica in ogni punto x # 0.

La funzione f : z — ¢(a —z) e diclasse C* esihax >a= f(x) =0 A z<a= f(z)>D0.
Se consideriamo due numeri reali a,b € R, con a < b, possiamo considerare le funzioni f € C*(R;R)

definite da

frz—o(x—a)- o(b—2x)

che sono positive nell'intervallo aperto (a,b) e si annullano fuori da esso. Ovviamente, la funzione f &

analitica in tutti i punti x € R\ {a, b}.
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Altre funzioni che ci interessano sono funzioni f € C*°(R;R) tali che
(
0, r<a

flx)=9 >0, a<z<b
1, x>b

\

Ad esempio, possiamo considerare la funzione f che per a < x < b é definita da

frae % (1 Fnh ((;fa_)?b_—be)

mentre f(z) =0sex <ae f(z)=1sex >b.

Se, invece, consideriamo la funzione f che per a < x < b ¢ definita da
o 1 | — tonh 2z —a—>
r+— —|1—tan
2 (x —a)(b—1x)

lsex<aef(z)=0

1 0

se x > b ottenendo una funzione

possiamo estenderla in modo che sia f(x) =

f € C*(R;R) tale che
)
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A questo punto possiamo costruire funzioni f € C*(R;R) tali che, dati 4 puntia <7 < s <b € R,
la funzione valga 0 al di fuori dell'intervallo aperto (a,b), valga 1 nell'intervallo chiuso [r,s] e sia

positiva nei due intervalli aperti (a,r) e (s, b)

0, r<a
>0, a<zx<r

fl)=¢ 1, r>z>s

>0, s<z<b

0, x>b

\

Possiamo costruire funzioni f € C*°(R;R) che sono analitiche all'infuori di un numero finito di punti.

Quando pensiamo a funzioni f € C*(R™ R), possiamo considerare le funzioni a campana che
valgono 1 all’interno di un intorno aperto U di un punto p € M, 0 al di fuori da un altro intorno

aperto V' O U del punto p e che sono positive nell’aperto V' \ U. Gli intorni possono essere scelti
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relativamente compatti. Ad esempio:

L, 2] <
2\ 1 . 2 ||&||—r—(r+e) =
Flo+@) = {3 (1 tanh (qEfhstiay)) . <@ <r e
| 0, I >+

1.2 Partizioni dell’unita

Consideriamo una successione finita o infinita di funzioni f, € C*°(M;R) tali che le funzioni f, non
siano mai negative e che i supporti supp(f,) siano compatti e con interni U, che formino un ricopri-
mento localmente finito delle varieta M. Diciamo che la successione di funzioni f, € una partizione
dell'unita se >, fo = 1. Nelle applicazioni si considerano normalmente successioni di funzioni f, tali

che i supporti supp(f,) siano contenuti in domini di carte della varieta M.



6 Appunti di Calcolo delle Variazioni (versione preliminare 2023)
1.3 Integrazione di m—forme differenziali su R™

Se consideriamo una m—forma w € Q™(R™) e la scriviamo con le componenti rispetto alle solite
coordinate cartesiane (z%) di R™ otteniamo

W =W, 0, (2) dz" @ -+ @ dz™" = Lwy, o, (x)dz A Adat = o(x) ds()

dove

A~

Way..op = W(T)Eay. ap
o(x) = %wal...am(w)é‘al"'am
ds(z) = €y, dx" @ - @ dz"™
= ey, dr" A Ndatm
= det Ao Adx™
Se la funzione @ € C*(R™;R) ha supporto compatto, allora puo essere integrata su tutto R™ con la

misura di Lebesgue dz! - - - dz™ e definiamo 'integrale di w su R™ con la formula

/g::/ o(z)dat - - - dx™

Se f € Diff(R™) ¢ un diffeomorfismo che conserva l'orientazione (cio¢: det(D(f)) > 0) allora sappiamo

che

Rmf*(g)z/ng : Rmf*(g)z/mg
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se, invece, il diffeomorfismo f inverte l'orientazione (cio¢: det(D(f)) < 0) allora si ha:

Rmf*(g)z—/mg : Rmf*(g)z—/mg

Se U C R™ ¢ un aperto che contiene il supporto di w, allora possiamo definire

l? m

/f(U)f*(g)=/Ug ; /f_l(U)f*(gF/Ug

per ogni diffeomorfismo f € Diff(R™) che conserva 'orientazione. Se, invece, il diffeomorfismo f

inverte 'orientazione si ha

/f(U)f*(g) - —/Ug ; /flw)f*(g) - —/Ug

1.4 Integrazione di m—forme differenziali su varieta di dimensione m

Se consideriamo una m—forma w € Q™ (M) su una varieta M di dimensione m ed il supporto di w

¢ un compatto “abbastanza piccolo” da essere contenuto nel dominio di una carta ¢ = (U, p) allora

/Mg:/Ug:: A(U)w*(g)

possiamo definire I'integrale
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L’integrale | @ ¢ ben definito a patto di lavorare su varieta orientate ed utilizzando solo carte ¢ =

(U, p) orientate positivamente. Dimostrazione.

Se consideriamo due carte ¢; = (Uy, 1) e ¢co = (Us, o) orientate positivamente e tali che supp(w) C

Us = Uy N Uy(# ), allora dobbiamo verificare che

/%(Uw)(som(g) = /w(Um)(%)*(g)

Ma, sapendo che @9 = 91 0 1 e che il diffeomorfismo 9 conserva l'orientazione, otteniamo

[ =] e - [ e

Se il supporto supp(w) non ¢ “abbastanza piccolo”, allora possiamo risolvere il problema di calcolare
I'integrale scegliendo una partizione dell’unita (f,) e consideriamo le forme w, = f, - w, calcolare gli
integrali fM w, e definire fMg => . fM w,. La sommatoria ), fM w, € sempre una sommatoria
finita, e non & mai una serie, perché solo un numero finito delle m-forme w, ¢ diversa da 0 € Q" (M).
Si dimostra che il risultato non dipende dalla scelta della partizione dell’unita che viene scelta. Per la

teoria generale rimandiamo all’ottimo libro [10)].
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1.5 Integrazione di k—forme differenziali su sottovarieta di dimensione k

Consideriamo una sottovarieta orientabile N, di dimensione k, di una varieta M di dimensione m > k'.

Se consideriamo una k—forma a supporto compatto w € Qk(M ) allora possiamo definire I'integrale

[ o= [ 0w

dove 1y : N — M ¢ l'iniezione canonica. Se w € (M) non ha supporto compatto ma (1y)*(w) €

QF(N) ha supporto compatto non ci sono problemi a definire l'integrale.

1.6 Sottovarieta con bordo e teorema di Stokes

Un sottoinsieme S C M tale che per ogni punto p € S esiste un sistema di coordinate (U, zt, 2%, ..., ™),
in M, tale che nell'insieme U N S si abbia 2! < 0 (oppure 2! < 0). I punti in cui ' < 0 sono i punti
interni di S mentre i punti in cui ' = 0 sono i punti del bordo 95, che ¢ una sottovarieta di dimensione
m—1di M.

Quando M é una varieta orientabile, ognuna delle due orientazioni di M induce una orienta-
zione del bordo 9S delle sottovarieta con bordo S di M. Basta considerare sistemi di coordinate

(U, z', 2%, ..., 2™) come quelle precedenti che siano orientate positivamente per I'orientazione scelta

su M.

! Attenzione che all’interno di varieta orientate esistono sottovarieta non orientabili (tipo nastri di Mobius e bottiglie di Klein) e all’interno di varieta

non orientabili esistono sottovarietd orientabili
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Dimostrazione. Consideriamo due sistemi di coordinate (z!, 22, ..., 2™) ed (y', 9%, ...,4™) attorno
ad un punto p € 95 del bordo di S.

Per quanto riguarda le trasformazioni di coordinate sappiamo che y'(0,2%, ..., 2™) = 0 e che
21 (0,42, ...,y™) = 0. Calcolando la matrice jacobiana in un punto del bordo 95 della trasformazione
(%) — (y")

%(O,xQ,...,xm) %(O,:ﬁ,...,xm) B g—i’;(O,xQ,...,xm) 0
g—zi(O,xQ, oo™ ggk (0,22,...,2™) N gz; (0,22,...,2™) gg;(O,xQ, , ™)

Gli indici latini vanno da 2 a m e quelli greci da 1 a m. Ovviamente si ha:

det (83[;/3(0,%,...,1' )> —8x1(0,l‘,...,x ) - det agck(O,gr:,...,gr; )

) . Ot .. . . ) .
Siccome le derivate 8—51(0, 22, ..., 2™) devono essere por forza positive si vede che i due determinanti

aya 2 m ayz 2 m
det(amﬁ(o,x,...,x )) e det(axk((),x,...,x )

hanno lo stesso segno.

I teorema di Stokes dice che per ogni (m—1)-forma a € Q™ ' (M) e per ogni sottovarieta compatta

con bordo S calcolando l'integrale di a su 9S si ottiene

/g=/dg
oS S
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(su 0S si deve prendere l'orientazione indotta da quella di M).

Dimostrazione. Dato un sistema di coordinate (x',22,...,2™), la (m — 1)-forma a € Q™ (M)

viene rappresentata da

a=aqw, , (v)d"”? Q- - @dx" = ﬁ Quy.. () A2 N -+ - N da"™ = &' (x) ds,(x)

dove

~

al/z...l/m(x) — Ofﬂ(x) Euvy..vm,
6M(x) = G Qoo ()7
ds,(x) = €y, dx? - @ dx"™

1 1% Vm,
= m 6’ul/2“'ymdx A ANdx
Calcolando i prodotti esterni dz* A ds, si ottiene
A A
dx” Nds,(x) = 6, ds(x)
da cui si deduce che

da = d(&"(z) ds,(z)) = (da"(x)) ANds,(x) = 0,0/ (x)dz” N ds,(x) = 0,0 (x) ds(x)

Questa identita conclude, in pratica, la dimostrazione.
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Se la sottovarieta con bordo S non €& compatta possiamo iniziare a dimostrare il teorema per le

forme a a supporto compatto e proseguire poi fino a dove é possibile.

FINE LEZIONE 21 MMAdFC (2023-05-16 ore 11:00 — 13:00)
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