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Sommario

Per l'integrazione delle forme differenziali si veda [10]. Per il calcolo delle variazioni sulle varieta fibrate si veda, ad esempio,

6. ...

1 Integrazione delle forme differenziali

1.1 Funzioni a campana

Dato un numero reale a € R, possiamo considerare funzioni f € C*°(R;R) tali che x < a = f(x) =

0 A z>a= f(xr) > 0. L'esempio tipico di funzioni di questo tipo é la funzione f : x — ¢(x — a)
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dove la funzione ¢ ¢é definita da

6_%, x>0

Siccome la funzione ¢ ¢ derivabile infinite volte in ogni punto z € R\ {0} e si ha:

lim DF(¢)(x) = 0= lim D*(¢)(x).

z—0~ z—0t

Possiamo, quindi, affermare che ¢ € C*°(R;R) e che Vk > 1 si ha D*(¢)(0) = 0. Per costruzione, la
funzione ¢ ¢ analitica in ogni punto x # 0.

La funzione f : z — ¢(a —z) e diclasse C* esihax >a= f(x) =0 A z<a= f(z)>0.
Se consideriamo due numeri reali a,b € R, con a < b, possiamo considerare le funzioni f € C*(R;R)

definite da

frz—o(x—a)- o(b—2x)

che sono positive nell'intervallo aperto (a,b) e si annullano fuori da esso. Ovviamente, la funzione f &

analitica in tutti i punti x € R\ {a, b}.
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Altre funzioni che ci interessano sono funzioni f € C*°(R;R) tali che
(
0, r<a

flx)=9 >0, a<z<b
1, x>b

\

Ad esempio, possiamo considerare la funzione f che per a < x < b é definita da

frae % (1 Fnh ((;fa_)?b_—be)

mentre f(z) =0sex <ae f(z)=1sex >b.

Se, invece, consideriamo la funzione f che per a < x < b ¢ definita da
= 1 | — tonh 2z —a—>
r+— —|1—tan
2 (x —a)(b—2x)

lsex<aef(z)=0

1 0

se x > b ottenendo una funzione

possiamo estenderla in modo che sia f(x) =

f € C*(R;R) tale che
)
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A questo punto possiamo costruire funzioni f € C*(R;R) tali che, dati 4 puntia <7 < s < b € R,
la funzione valga 0 al di fuori dell'intervallo aperto (a,b), valga 1 nell'intervallo chiuso [r,s] e sia

positiva nei due intervalli aperti (a,r) e (s, b)

0, r<a
>0, a<zx<r

fl)=¢ 1, r>z>s

>0, s<zx<b
0, x>b

\

Possiamo costruire funzioni f € C*°(R;R) che sono analitiche all'infuori di un numero finito di punti.

Quando pensiamo a funzioni f € C*(R™ R), possiamo considerare le funzioni a campana che
valgono 1 all’interno di un intorno aperto U di un punto p € M, 0 al di fuori da un altro intorno

aperto V' O U del punto p e che sono positive nell’aperto V' \ U. Gli intorni possono essere scelti
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relativamente compatti. Ad esempio:

L 1] <7

flp+ &) = 4 %(1—tanh((|2"'EI_T_(HE)))), r< ||| <r+e

|Z[|=r) (r+e—[|2]

0, |Z|| >r+e

1.2 Partizioni dell’unita

Consideriamo una successione finita o infinita di funzioni f, € C*°(M;R) tali che le funzioni f, non
siano mai negative e che i supporti supp(f,) siano compatti e con interni U, che formino un ricopri-
mento localmente finito delle varieta M. Diciamo che la successione di funzioni f, € una partizione
dell'unita se >, fo = 1. Nelle applicazioni si considerano normalmente successioni di funzioni f, tali

che i supporti supp(f,) siano contenuti in domini di carte della varieta M.
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1.3 Integrazione di m—forme differenziali su R™

Se consideriamo una m—forma w € Q™(R™) e la scriviamo con le componenti rispetto alle solite
coordinate cartesiane (z%) di R™ otteniamo

W= Wa, .0, (2) dz @ -+ @ dz™ = Lwy, o, () dz™ A Ada® = o(x) ds()

dove

A~

Way.om = W(T)Eay..ap
o(x) = %wal...am(w)é‘al"'am
ds(z) = €y, dx" @ - @ dz"™
= ey, dr A Ndam
= dzt Ao Ad™
Se la funzione w € C*(R™;R) ha supporto compatto, allora puo essere integrata su tutto R” con la

misura di Lebesgue dz! - - - dz™ e definiamo 'integrale di w su R™ con la formula

/g::/ (z)dat - - - dx™

Se f € Diff(R™) ¢ un diffeomorfismo che conserva 'orientazione (cio¢: det(D(f)) > 0) allora sappiamo

che

Rmf*(g)z/ng : Rmf*(g)z/mg
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se, invece, il diffeomorfismo f inverte l'orientazione (cio¢: det(D(f)) < 0) allora si ha:

Rmf*(g)z—/mg : Rmf*(g)z—/mg

Se U C R™ ¢ un aperto che contiene il supporto di w, allora possiamo definire

l? m

/f(U)f*(g)=/Ug ; /f_l(U)f*(gF/Ug

per ogni diffeomorfismo f € Diff(R™) che conserva 'orientazione. Se, invece, il diffeomorfismo f

inverte 'orientazione si ha

/f(U)f*(g) - —/Ug ; /flw)f*(g) - —/Ug

1.4 Integrazione di m—forme differenziali su varieta di dimensione m

Se consideriamo una m—forma w € Q™(M) su una varieta M di dimensione m ed il supporto di w

¢ un compatto “abbastanza piccolo” da essere contenuto nel dominio di una carta ¢ = (U, p) allora

/Mg:/Ug:: A(U)w*(g)

possiamo definire I'integrale
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L’integrale | @ ¢ ben definito a patto di lavorare su varieta orientate ed utilizzando solo carte ¢ =

(U, p) orientate positivamente. Dimostrazione.

Se consideriamo due carte ¢; = (Uy, 1) e ¢co = (Us, o) orientate positivamente e tali che supp(w) C

Us = Uy N Us(# ), allora dobbiamo verificare che

/%(Uw)(som(g) = /w(Um)(%)*(g)

Ma, sapendo che @9 = 91 0 1 e che il diffeomorfismo 9 conserva l'orientazione, otteniamo

[ =] e - [ e

Se il supporto supp(w) non ¢ “abbastanza piccolo”, allora possiamo risolvere il problema di calcolare
I'integrale scegliendo una partizione dell’unita (f,) e consideriamo le forme w, = f, - w, calcolare gli
integrali fM w, e definire fMg => . fM w,. La sommatoria ), fM w, € sempre una sommatoria
finita, e non & mai una serie, perché solo un numero finito delle m-forme w, ¢ diversa da 0 € Q™ (M).
Si dimostra che il risultato non dipende dalla scelta della partizione dell’'unita che viene scelta. Per la

teoria generale rimandiamo all’ottimo libro [10)].
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1.5 Integrazione di k—forme differenziali su sottovarieta di dimensione k

Consideriamo una sottovarieta orientabile N, di dimensione k, di una varieta M di dimensione m > k'.

Se consideriamo una k—forma a supporto compatto w € Qk(M ) allora possiamo definire I'integrale

[ o= [ 0w

dove 1y : N — M ¢ l'iniezione canonica. Se w € (M) non ha supporto compatto ma (1y)*(w) €

QF(N) ha supporto compatto non ci sono problemi a definire l'integrale.

1.6 Sottovarieta con bordo e teorema di Stokes

Un sottoinsieme S C M tale che per ogni punto p € S esiste un sistema di coordinate (U, zt, 2%, ..., ™),
in M, tale che nell'insieme U N S si abbia 2! < 0 (oppure 2! < 0). I punti in cui ' < 0 sono i punti
interni di S mentre i punti in cui ' = 0 sono i punti del bordo 95, che ¢ una sottovarieta di dimensione
m—1di M.

Quando M é una varieta orientabile, ognuna delle due orientazioni di M induce una orienta-
zione del bordo 9S delle sottovarieta con bordo S di M. Basta considerare sistemi di coordinate

(U, z', 2%, ..., 2™) come quelle precedenti che siano orientate positivamente per I'orientazione scelta

su M.

! Attenzione che all’interno di varieta orientate esistono sottovarieta non orientabili (tipo nastri di Mobius e bottiglie di Klein) e all’interno di varieta

non orientabili esistono sottovarietd orientabili
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Dimostrazione. Consideriamo due sistemi di coordinate (z!, 22, ..., 2™) ed (y', 9%, ...,3y™) attorno
ad un punto p € 95 del bordo di S.

Per quanto riguarda le trasformazioni di coordinate sappiamo che y'(0,2%, ..., 2™) = 0 e che
21(0,4%,...,y™) = 0. Calcolando la matrice jacobiana in un punto del bordo 95 della trasformazione
(%) — (y")

%(O,xQ,...,xm) %(O,:ﬁ,...,xm) B g—i’;(O,xQ,...,xm) 0
g—zi(O,xQ, oo™ ggk (0,22,...,2™) N gz; (0,22,...,2™) gg;(O,xQ, , ™)

Gli indici latini vanno da 2 a m e quelli greci da 1 a m. Ovviamente si ha:

det (83[;/3(0,%,...,1' )> —8x1(0,l‘,...,x ) - det agck(O,gr:,...,gr; )

) . Ot .. . . . .
Siccome le derivate 8—51(0, 22, ..., 2™) devono essere por forza positive si vede che i due determinanti

aya 2 m ayz 2 m
det(amﬁ(o,x,...,x )) e det(axk((),x,...,x )

hanno lo stesso segno.

I teorema di Stokes dice che per ogni (m—1)-forma a € Q™ ' (M) e per ogni sottovarieta compatta

con bordo S calcolando l'integrale di a su 9S si ottiene

/g=/dg
oS S



Marco FERRARIS 11

(su 0S si deve prendere l'orientazione indotta da quella di M).

Dimostrazione. Dato un sistema di coordinate (x',22,...,2™), la (m — 1)-forma a € Q™ (M)

viene rappresentata da

a=qo, , (v)di"”? Q- - @dx" = ﬁ Quy.. () A2 N -+ - N da"™ = &' (x) ds,(x)

dove

~

al/z...l/m(x) — Ofﬂ(x) Euvy..vm,
6M(x) = G Qoo ()7
ds,(x) = €y, dx? - @ dx"™

1 1% Vm,
= m 6’ul/2“'ymdx A ANdx
Calcolando i prodotti esterni dz* A ds, si ottiene
A A
dx” Nds,(x) = 6, ds(x)
da cui si deduce che

da = d(&"(z) ds,(x)) = (dd(x)) ANds,(x) = 0,0/ (x)dz” N ds,(x) = 0,0 (x) ds(x)

Questa identita conclude, in pratica, la dimostrazione.
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Se la sottovarieta con bordo S non & compatta possiamo iniziare a dimostrare il teorema per le

forme a a supporto compatto e proseguire poi fino a dove é possibile.

FINE LEZIONE 21 MMAdFC (2023-05-16 ore 11:00 — 13:00)
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2 Lagrangiane del prim’ordine

Ci sono due punti di vista per studiare le teorie lagrangiane del prim’ordine sulle varieta fibrate. Il
primo utilizza morfismi di fibrati dicendo che una lagrangiana del prim’ordine ¢ un morfismo di varieta
fibrate £ : J1(Z) — AY (M). 1l secondo utilizza forme orizzontali dicendo che una lagrangiana ¢ una
m-forma orizzontale L € H' (J'(Z)). Noi utilizzeremo di volta in volta il punto di vista che & pitl
utile per dimostrare le proprieta che stiamo studiando.

In coordinate fibrate naturali si ha

L (a7, 20) (2%, L(a?, 21, ) (1)

L= L% 2, zL)ds(x) (2)

i

;) € una densita scalare di peso 1.

dove la funzione L(z”, 2%, 2

I1 funzionale d’azione associata alla forma lagrangiana L ¢ dato dagli integrali

Ay(0) = /Q (jl0)'L = /Q L(jlo)ds(z) = / L2, 0 (z), B0t (2))ds(x)

)
dove o € una sezione locale o globale della varieta fibrata ( : 7 — M e ) é una sottovarieta con

bordo compatta tale che Q C Dom(o).
Risolvere il problema variazionale associato alla forma lagrangiana L consiste nello studiare i punti

stazionari o di tutti gli integrali d’azione A, (+).
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2.1 Variazione.

Per studiare i punti stazionari introduciamo per prima cosa le curve differenziabili ¢ — o; nell’in-
sieme delle sezioni di Z. Una curva differenziabile t — o; nello delle sezioni di Z € una omotopia
differenziabile (t,x) — o¢(z).

Supponiamo che 'intervallo aperto I in cui varia il parametro ¢ sia tale che 0 € I C R e consideriamo
tutte le curve differenziabili basate in una sezione fissata &, nel senso che oy = &. Diciamo che ¢ é un
punto stazionario per 'azione A, (o) se ognuna delle funzioni t — A, (o) ha un punto stazionario in

t =0 o, visto che le funzioni t — A_(0}) sono elementi di C*(R; R), se si ha

dAQ (O't) o
dt =0

per ogni curva t — o basata in &.

Se definiamo G°(t, z%) = (0y)*(z®), allora I'azione &

A, (o) = /Q(jlat)*L:/Qf)(w,6i(t,x),8ﬂ6i(t,x))ds(:p)

mentre

—dAfgliOt) = /Q <aki/(x7&i(tyf);8H(~Ti(t,x))at5'k(t,ﬂf) +8]’;£(a:,6i(t,x),8H6i(t,x))8t8u5k(t,a:)> ds(z)

Calcolando il tutto in ¢ = 0 si ha

A, (7) = /Q (5@(]’;0) 55" () + 'L (j'5) 3M5Jk(x)) ds() (3)
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dove si ¢ posto
dAQ (O't)

5A,(6) = ==

t=0
Integrando per parti si ottiene

SA,(7) = /Q 9, [agﬁ(j;a)aa’f(x)] ds(z) + /

Q

{ [akﬁ(j;a) ~ 9, (8,@@(]';5))} 5(‘7k(x)} ds(z) (4)

i {|0:Lo) - 0, (4 L(iko))] 05" (@) ds(a) (5)

= [ ottt @] s+ |

2.2 Equazioni di Eulero—Lagrange.

Se nella (5) consideriamo solo le curve t — o tali che 65%|yq = 0, possiamo dedurre che la condizione
necessaria affinché 0.4,(5) = 0 é che la sezione ¢ sia una soluzione dell’equazione differenziale del

second’ordine

AL(137) = 0, (HL(5}7)) =0 (6)
0, equivalentemente, una soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange
{akz —d, (agz)}(jga) —0. (7)

Osservazione 2.1. La funzione
oo : M V(Z)
T > (x, 6k(;(;), 6% (x))
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¢ una sezione della varieta fibrata V(Z) — M che si proietta sulla sezione

N

o : M

T s (x,0%(x))

Da quanto visto in [15] per i prolungamenti dei campi di vettori, si deduce che esiste un epimorfismo

di varieta fibrate su M

7 JUT(Z)) T(JYZ2))

~

Lo TR ANs VRS AT A o R A W 1o A N s R R )
(x, 2" 2% 20 20 % wl) > (20 20, 12 2 2

definita essenzialmente da
#=w' — 27,
Restringendo I'epimorfismo alla varieta fibrata J*(V(Z)) si ottiene un isomorfismo

T (V(2)) «— V(]'(2))

di varieta fibrate su M

7 JYV(2) V(J'(2))

'

T A A A Y R Y Y SR
(x, 2" 20 20 vl) > (20 20, 20 2 =)

Con queste ipotesi possiamo affermare che j*(65) = 6(j*(7)).
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2.3 Forma di Poincaré—Cartan.

Anche per la forma lagrangiana del prim’ordine (2), le equazioni di Eulero-Lagrange (6) e/o (7) si
possono dedurre da una forma differenziale analoga alla forma di Poincaré—Cartan che c¢’é in meccanica.
Nel nostro caso, la forma di Poincaré-Cartan sara una m-forma @ € Q" (J1(Z)) con le seguenti

proprieta
1. per ogni sezione o di Z su ha (jl0)*(©®) = (jlo)*(L),
2. deve essere ® € HY (JYZ)) o H. (JH(2)),
3. il differenziale esterno d © ¢ una (m + 1)-forma del tipo d® € K*(J'(2)) A Q™ (JY(Z)).
Le condizioni 1 e 2 ci dicono che
© = L(z%, 2, 25)ds + Fl' (2%, 2, 25)w A ds,, (8)
e, quindi, il differenziale d® sara
d© = dLAds+dE) Awh Ads, — Fl'dzF A ds (9)
= W A (OLds — dEf nds, ) + (L~ F}') dzf A ds (10)
Per avere una forma © che soddisfa alla condizione 3 deve essere 0} L— F,ﬁ = 0. Siccome i due

termini 0)'L e F}' si trasformano nello stesso modo, perché sono la parte non banale di due morfismi

J (Z) — A% (M) ®, V*(Y), possiamo chiedere che, globalmente, sia FI = 9/'L.
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18
(11)

Come risultato, la m—forma
Or = Lds+ 9/ Lw" A ds,

con differenziale
dO, = w* A (akfi ds —d (a;;i) A dsﬂ) (12)

¢ 'unica m—forma @© che soddisfa le condizioni richieste e sara detta forma di Poincaré—Cartan della

lagrangiana £ o della forma lagrangiana L.
Consideriamo ora un campo di vettori 21 € X(J'(Z)) e calcoliamo il prodotto interno 211 dO

otteniamo
20 4o, = (B0 W (akz ds —d (a;;i) A dsu) (13)
~w A (E90 (OpLds —d (L) Ads,))
e, quindi, per ogni sezione o della varieta fibrata Z si ha
(jlo)* ED I W) (jlo)* (aki ds —d (a,ﬁji) A dsﬂ) (14)
(15)

(jlo)* (é“U d@L> —

So"(x) <8k[: ojlo—0, ((’9,’;‘[: o j10>> ds

dove si ¢ posto
,:\’(1)J gk) ojlo_
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Possiamo, quindi, affermare che o ¢ una soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange (6) se e solo se
(jlo)* (é“U d@L) —0  VEW ex(JY(2)) (16)

La condizione (16) ¢ fin troppo generale, ma puo essere alleggerita richiedendo che =M gia il prolun-

—
—_
bt

gamento J(Z) di un campo di vettori Z € X(Z) o anche solo il prolungamento di un campo di vettori

verticale Z € X, (Z).

Esempio 2.1. [Lagrangiana del prim’ordine con equazioni banali]

Data una lagrangiana del prim’ordine L(2”, 2, 2) del tipo

,«7.«“

L=dy(f"(w.2) = 0uf"(x,2) + z0cf" (x,7) (17)

si ha
NL = of (18)
oL = dy(0:f) (19)

Quindi, la forma di Poincaré-Cartan
O = (dyfNds+ (0 fM)w’ A ds) (20)
= d, f* Ndsy+d, [N dsy (21)

— d(fds)) (22)
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¢ la controimmagine a J'(Z) di una m-—forma esatta sulla varieta fibrata Z.

3 Lagrangiane del second’ordine

Anche in questo caso ci sono due punti di vista per studiare le teorie lagrangiane del second’ordine

sulle varieta fibrate. Il primo utilizza morfismi di fibrati dicendo che una lagrangiana del prim’ordine

¢ un morfismo di varieta fibrate £ : J*(Z) — AY (M). Tl secondo utilizza forme orizzontali dicendo

che una lagrangiana ¢ una m-forma orizzontale L € H? (J?(Z)). Noi utilizzeremo di volta in volta il

punto di vista che ¢ piu utile per dimostrare le proprieta che stiamo studiando.

In coordinate fibrate naturali si ha

L: (xo‘,zi,z/i,zzy) : > (ZL'a,L(IB,Zi,ZZ,ZZV))

L = [Aj(xﬂ,zi,zi 2 )ds

o “pv
dove la funzione L(z”, 2, 2, 2,,) ¢ una densita scalare di peso 1.

I1 funzionale d’azione associata alla forma lagrangiana L é dato dagli integrali

o) = [ (ForL= [ Ligoas

(23)

(24)
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dove o ¢ una sezione locale o globale della varieta fibrata ( : Z — M e ) ¢ una sottovarieta con
bordo compatta tale che Q C Dom(o).
Risolvere il problema variazionale associato alla forma lagrangiana L consiste nello studiare i punti

stazionari o di tutti gli integrali d’azione A, ().

3.1 Variazione.

Per studiare i punti stazionari procediamo come abbiamo fatto per le lagrangiane del prim’ordine.
Diciamo che ¢ ¢ un punto stazionario per 'azione A, (o) se ognuna delle funzioni ¢t — A, (o) ha un

punto stazionario in t = 0 o, visto che le funzioni t — A (o) sono elementi di C*(R; R), se si ha

d'AQ (Jt)

=0
dt

per ogni curva t — oy basata in 7.

Se definiamo G*(t, 2%) = (0y)*(x®), allora I'azione &

A, (o) = /Q(jlat)*L = /QZAL(:C,5i(t,x),8ﬂ5i(t,az),8u(9,,5i(t,x))ds

Calcolando

5A,(5) = —dAzi"”

t=0
si ha

A, (5) = /Q (aki(jga)aak(x) + 01 L(j25)0,05" () +(9§Vﬁ(j§0)8yﬁu(50k(m)) ds  (25)
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e integrando per parti si ottiene

SA,(5) = /Q 9, { [a,gf;(jga) — 9, (a;;”ﬁ(jga))} 55" (x) + ag”i(jga)ay(sﬁk(x)} ds

+ /Q {|0uLii20) - 0, (9 LG20)) + 00, (947 L(20) ) | 60" () } dis (26)

= [ {[orio) o, (i) | 60 o) + 4 Lz, b0" ()} s,

T /Q {[ai20) - 0, (4120 ) + 0,0, (01 L(%0) )| 60" (@) }as — (27)

3.2 Equazioni di Eulero-Lagrange.

Se nella (27) consideriamo solo le curve ¢ — oy tali che 66% |90 = 0 e (0,66"%)|gn = 0, possiamo dedurre
che la condizione necessaria affinché 6.4,(a) = 0 ¢ che la sezione ¢ sia una soluzione dell’equazione

differenziale del quart’ordine
OnL(i20) — 0, (9 L(j20)) + 0,0, (9" L(j2) ) = 0 (28)
o, equivalentemente, una soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange

[aki —d, (a;;i) +dyd, (ag”ﬁ)}(j;*&) —0. (29)
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3.3 Forma di Poincaré—Cartan.

Anche per la forma lagrangiana del second’ordine (24), le equazioni di Eulero-Lagrange (28) e¢/o (29)
si possono dedurre da una forma differenziale analoga alla forma di Poincaré—Cartan che c’é per le
lagrangiane del prim’ordine.

In questo caso, la forma di Poincaré-Cartan sara una m-forma @ € Q" (J?(Z)) con le seguenti

proprieta
1. per ogni sezione o di Z su ha (j30)*(©) = (5%0)*(L),

2. deve essere © € HY (J3(Z))DH,. _(J3(Z)) e deve anche essere anche orizzontale per la proiezione

G J(Z) — JHZ),
3. il differenziale esterno d ® ¢ una (m + 1)-forma del tipo d® € IC'(J'(2)) A Q™(J3(Z)).
Le condizioni 1 e 2 ci dicono che
© = Lds+ (F,fgk—i-ﬁgﬂgl’f) Nds, (30)
e, quindi, il differenziale d® sara

d® = dL Ads+ (dﬁ,g‘ AW+ dF A gﬁ) Ads, — (F,fgjj + FrGE ) A ds (31)

Uy

— (Lo’ + O L)+ O Lk, ) Ads
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4 (dﬁ,ﬁ‘ AW+ dEE A gf) Ads, — (F]fgﬁ + FY “Q,L) Nds
VT ~(vw) k
= ("L~ B") wh, A ds
+wh A ((agﬁ - F,g) ds — dE™ A dsﬂ)

+w" A (0L ds — dE} 1 ds,)

I due termini 8,2“7) e F 1" si trasformano nello stesso modo e, quindi, possiamo chiedere che, global-

mente, sia
E™ =" L4+ M!"™
dove si & posto M/ = FIEW]. Se F" € §(J*(Z)) e, quindi, anche M/ € §(J*(Z)) si ha

dEM N ds, = d, F'ds + dy (F2") A ds,

i = wk A (af;fi _ o dﬂﬁgﬂ) ds — wh A dy F A ds,

0t A (DL ds — dFf A ds, )

Il termine w® A dVF,?“ Ads, € H2,_(J*(Z)) puo essere tranquillamente ignorato e si puo scegliere

F ' in modo tale che

B =0pL — dy 0" = 0P L — d (95" L) — d, M"
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Si ha, quindi:

© = Lds + { 0L — du(0f°L) — d 01" | " + [0 L+ NIZ¥| wh } A ds,
(33)

Come risultato, la m—forma
O =Lds+ { {8,27) — da(ﬁl’jaﬁ)] Wt + L gg} Nds,
¢ I'unica forma (32) col coefficiente I3 . simmetrico che soddisfa le condizioni richieste e sara detta

forma di Poincaré-Cartan della lagrangiana £ o della forma lagrangiana L.
Consideriamo ora un campo di vettori 23 X(J3(Z)) e calcoliamo il prodotto interno =0)] dey
(34)

otteniamo
(ED1 W) (OLds —d (BL) Ads,) + K (2) A Q"7 (J4(2)

=¥ dey =
e, quindi, per ogni sezione o della varieta fibrata Z, possiamo, quindi, affermare che ¢ € una soluzione
(35)

delle equazioni di Eulero-Lagrange (29) se e solo se
(30)* (§<3U d®L> =0 VE® e x(J3(2))
La condizione (35) é fin troppo generale, ma puo essere alleggerita richiedendo che =3 gia il prolun-

—
—_
—

gamento J3(Z) di un campo di vettori Z € X(Z) o anche solo il prolungamento di un campo di vettori

verticale = € X, (2).
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Esempio 3.1. [Lagrangiana del second’ordine con equazioni banali]

Data una lagrangiana del second’ordine f)(x”‘, 2t zf“ sz) del tipo

A~

L=d, (f’“‘(sca, 2, zg)) = O, f" + zﬁ@kf” + z’juﬁgf’“‘
si ha
oL = o f
oL = 0;f° +d,(0 ")
L = dy (0,
Calcolando le componenti di una delle possibili forme di Poincaré—Cartan si ottiene
EY = o i Q"

= O =0+ arY

= o+ M (M}* = —M;")
Fy = O7L—dy\ (07 f") — dy M}

= Oif 7+ du(07 ) — dr (07 F*) — dn M3

— O —d, N1
E; = 8,L—d\F}
= d\ (0:f) — d, (ai 7 —d, Mf")

(40)

(41)
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= 0 (42)

Scegliendo MM = 82[“ fN, si ha MM = 0 e, quindi, si ottiene la “forma di Poincaré Cartan”

O = (daf)ds + (0if") w' Adsy+ (0 1) w!, A ds) (43)
= (dfN)ds + (0:f ' + 0 fPwl,) A ds), (44)
= d, fANdsy+d, [N dsy, (45)
= d(f*ds») (46)

che ¢ la controimmagine a J3(Z) di una m—forma esatta su J'(2).

Esempio 3.2. [Lagrangiana del second’ordine con equazioni non quasi-lineari|

Consideriamo il caso in cui la base M & R? mentre il fibrato Z ¢ il fibrato banale Z = R? x R. Sul

fibrato J?(Z), con coordinate locali (x1, 22, 2, 21, 29, 211, 212, 292), consideriamo la seguente lagrangiana
. Kz
L = (A(Z% + Z%) + ﬁ) (211222 — 2%2) + B(Z) (47)
z1 + 25

dove A, B : R — R sono funzioni arbitraric e K € R\ {0}.

Si dimostra facilmente che le equazioni di Eulero-Lagrange si riducono all’equazione

KZHZQQ — 2’%2 i dB(Z)

=0 48
22+ 22 dz (48)

che non ¢ quasi-lieare.
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4 Lagrangiane del terz’ordine

La variazione dell’integrale d’azione

o) = [P = [ Litoyas
Q )
si puo scrivere nel seguente modo
0A, (o) :/(HAJdS
9)
con 8L definita dalla formula

ALY

(5iz :]5]@ 50'k ‘|‘]52 50’1){\; +pkﬂ 50’)41 +p 60];\:#1/

dove si & posto

pr = OpL

A)\/,L _ )\/,LA
py = 0L
AUV AUV
Py = 0L

La formula della variazione prima &

AAuV

P 0o —i—ﬁj: 50§ —I—pk“ 50/\u +p (50)\W E k(L )50 +d, (1:'1 (f)))
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dove

A X A A

F'(L) = fpooh + flosol + fi oo, (49)
= R (50)
k);\a _ ]320[ . dy( A}?au) _ ﬁ])fxa . dy(ﬁgay) <51>
¢o= =4 = = du(By) + dud (B1") (52)
Ey(l) = pr—da(f) = b —dr(5) + dadu(5)") — dadyd, (5" (53)

Una forma di Poincaré-Cartan sara una m-forma © € H" (J°(Z)) @ H,,_(J*(Z)) del tipo
® = Lds+ (Fg‘ Wb 4 o wh 4 e glf\u> A ds, (54)

dove i coefficienti sono tali che: L, F'* € §(J3(Z)), ) € F(JNZ)) e FY € §(J(2)).
Calcolando il differenziale d ©® si ottiene

d© = di Ads— (F,g wh + Fo Wk e g’;w) A ds (55)
+ <d FE AP+ d D AWk +d M A g’iﬂ) A ds, (56)
= (dvﬁ—ﬁ’,f‘gg—F,?O‘g’;a—plng’f\m>/\ds (57)
+dFY A WP Adsa + (dH Fr Ak 4 dy B /\glju> A ds, (58)
+(dvﬁk)\a /\gl)f\-deﬁk/;\ﬂa Ag];M)Adsa (59)
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(pkw + (Y — FOwE + (9 — Fr)wk, + (" — F,j”a)gliw) A ds (60)
+d F A wF Adsy — (dg F) AWk +dy FM7 A gﬁu) A ds (61)

(dv EX AWk 4 dy M A g’;ﬂ> A dsq (62)
wh A (;ak ds — d Fe A dsa> + (ﬁg B d, Fk&) wh A ds (63)
+ (]52“ — FM—d, Flj’”w) wh, Ads + (ﬁg“a — kaa) wh o A ds (64)
+ (dv EX AWk + dy B A gm A ds, (65)
WA (prds — dFp Ndso ) + (9 — B = dg B)7) wh A ds (66)
+ (ﬁg“ R FW) Wk, Ads + (AW - F,?“O‘)) Wk .\ Ads (67)
+ (dv ANk 4 dy FM' ANw M) A ds, (68)

Consideriamo ora un campo di vettori 25 € X(.J%(Z)). Calcolando il prodotto interno £ J O,

otteniamo

L

4@, = (EC (ades— (F,f) /\dsﬂ> (69)

( /? ) (E0)J wh)ds
+(0
+(o

—d, FA“(") (E01 wh)ds
+ICH(JT

T\ Dk —

AN

"

e —FW)( )Wk, )ds
(J°(Z)) N H(T(Z))
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Se vogliamo poter affermare che una sezione sezione o della varieta fibrata Z, ¢ una soluzione delle

equazioni di Eulero-Lagrange E’k(f)) = 0 della lagrangiana del terz’ordine L se e solo se

(50)* (§<5U d@L) —0  VE® ex(J(2)) (70)

allora deve essere
FkEAua) = pe (71)
D) g, B (72)
o= gy —d, B (73)

che risolta da

B = e (R0, X 2 )
EM = pgﬂ dy 7 —dy X7+ (v = 0) (75)
E) = o —dy Y+ dyde pY + dydy XM 4 d, Y (76)

La (76) ci dice che Pesperssione del morfismo di Eulero-Lagrange Ey (L) sara
E, = pp—d\F} (77)
= pr—dy (B — du ) + dydy 7 + dydy X7+ d, V) (78)

= P — (drpp — dad, Py + dydy dy 977 + dydy dy XM + dy dy, Y (79)
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— pr—dypp 4 dady, 9 — dydy dg P — dydy dy XM — dyd, Y (80)

= pr— dpp + dadu ' — dydyu do (81)

L’oggetto X 2“ 7 puo essere annullato, ma, in generale, YkA“ non puo essere identicamente nullo. Come
dimostrato in [7], quando X 2 "7 =0, una possibile Y,j” per avere una forma © globalmente ben definita

si ottiene scegliendo

f/kuk ~a B[

A . ~afA
= Dy ’Ya]6:%<aﬁu/\ g M)

D Yo — P Vap

dove 7§, € una connessione lineare simmetrica sulla varieta di base M.
Come nei casi precedenti, la condizione (70) & fin troppo generale, ma puo essere alleggerita ri-

chiedendo che 2 sia il prolungamento J?(Z) di un campo di vettori =S X(Z) o anche solo il

prolungamento di un campo di vettori verticale =€ X, (2).
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