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Sommario

Per l’integrazione delle forme differenziali si veda [10]. Per il calcolo delle variazioni sulle varietà fibrate si veda, ad esempio,

[6]. . . .

. . . .

1 Integrazione delle forme differenziali

1.1 Funzioni a campana

Dato un numero reale a ∈ R, possiamo considerare funzioni f ∈ C∞(R;R) tali che x ≤ a ⇒ f(x) =

0 ∧ x > a ⇒ f(x) > 0. L’esempio tipico di funzioni di questo tipo è la funzione f : x 7→ ϕ(x − a)
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dove la funzione ϕ è definita da

ϕ(x) =

 0, x ≤ 0

e−
1
x , x > 0

Siccome la funzione ϕ è derivabile infinite volte in ogni punto x ∈ R \ {0} e si ha:

lim
x→0−

Dk(ϕ)(x) = 0 = lim
x→0+

Dk(ϕ)(x) .

Possiamo, quindi, affermare che ϕ ∈ C∞(R;R) e che ∀k ≥ 1 si ha Dk(ϕ)(0) = 0. Per costruzione, la

funzione ϕ è analitica in ogni punto x ̸= 0.

La funzione f : x 7→ ϕ(a − x) è di classe C∞ e si ha x ≥ a ⇒ f(x) = 0 ∧ x < a ⇒ f(x) > 0.

Se consideriamo due numeri reali a, b ∈ R, con a < b, possiamo considerare le funzioni f ∈ C∞(R;R)

definite da

f : x 7→ ϕ(x− a) · ϕ(b− x)

che sono positive nell’intervallo aperto (a, b) e si annullano fuori da esso. Ovviamente, la funzione f è

analitica in tutti i punti x ∈ R \ {a, b}.
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Altre funzioni che ci interessano sono funzioni f ∈ C∞(R;R) tali che

f(x) =


0, x ≤ a

> 0, a < x < b

1, x > b

Ad esempio, possiamo considerare la funzione f che per a < x < b è definita da

f : x 7→ 1

2

(
1 + tanh

(
2x− a− b

(x− a) (b− x)

))

mentre f(x) ≡ 0 se x ≤ a e f(x) ≡ 1 se x ≥ b.

Se, invece, consideriamo la funzione f che per a < x < b è definita da

x 7→ 1

2

(
1− tanh

(
2x− a− b

(x− a) (b− x)

))

possiamo estenderla in modo che sia f(x) ≡ 1 se x ≤ a e f(x) ≡ 0 se x ≥ b ottenendo una funzione

f ∈ C∞(R;R) tale che

f(x) =


1, x ≤ a

> 0, a < x < b

0, x > b
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A questo punto possiamo costruire funzioni f ∈ C∞(R;R) tali che, dati 4 punti a < r < s < b ∈ R,

la funzione valga 0 al di fuori dell’intervallo aperto (a, b), valga 1 nell’intervallo chiuso [r, s] e sia

positiva nei due intervalli aperti (a, r) e (s, b)

f(x) =



0, x ≤ a

> 0, a < x < r

1, r ≥ x ≥ s

> 0, s < x < b

0, x ≥ b

Possiamo costruire funzioni f ∈ C∞(R;R) che sono analitiche all’infuori di un numero finito di punti.

Quando pensiamo a funzioni f ∈ C∞(Rm,R), possiamo considerare le funzioni a campana che

valgono 1 all’interno di un intorno aperto U di un punto p ∈ M , 0 al di fuori da un altro intorno

aperto V ⊃ Ū del punto p e che sono positive nell’aperto V \ Ū . Gli intorni possono essere scelti
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relativamente compatti. Ad esempio:

f(p+ x⃗) =


1, ∥x⃗∥ ≤ r

1
2

(
1− tanh

(
2 ∥x⃗∥−r−(r+ϵ)

(∥x⃗∥−r)(r+ϵ−∥x⃗∥)

))
, r < ∥x⃗∥ < r + ϵ

0, ∥x⃗∥ ≥ r + ϵ

1.2 Partizioni dell’unità

Consideriamo una successione finita o infinita di funzioni fa ∈ C∞(M ;R) tali che le funzioni fa non

siano mai negative e che i supporti supp(fa) siano compatti e con interni Ua che formino un ricopri-

mento localmente finito delle varietà M . Diciamo che la successione di funzioni fa è una partizione

dell’unità se
∑

a fa ≡ 1. Nelle applicazioni si considerano normalmente successioni di funzioni fa tali

che i supporti supp(fa) siano contenuti in domini di carte della varietà M .
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1.3 Integrazione di m–forme differenziali su Rm

Se consideriamo una m–forma ω ∈ Ωm(Rm) e la scriviamo con le componenti rispetto alle solite

coordinate cartesiane (xα) di Rm otteniamo

ω = ωα1...αm
(x) dxα1 ⊗ · · · ⊗ dxαm = 1

m! ωα1...αm
(x) dxα1 ∧ · · · ∧ dxαm = ω̂(x) ds(x)

dove

ωα1...αm
= ω̂(x)εα1...αm

ω̂(x) = 1
m! ωσ1...σm

(x)εσ1...σm

ds(x) = εν1...νmdx
ν1 ⊗ · · · ⊗ dxνm

= 1
m! εν1...νmdx

ν1 ∧ · · · ∧ dxνm

= dx1 ∧ · · · ∧ dxm

Se la funzione ω̂ ∈ C∞(Rm;R) ha supporto compatto, allora può essere integrata su tutto Rm con la

misura di Lebesgue dx1 · · · dxm e definiamo l’integrale di ω su Rm con la formula∫
Rm

ω :=

∫
Rm

ω̂(x) dx1 · · · dxm

Se f ∈ Diff(Rm) è un diffeomorfismo che conserva l’orientazione (cioè: det(D(f)) > 0) allora sappiamo

che ∫
Rm

f∗(ω) =

∫
Rm

ω ;

∫
Rm

f ∗(ω) =

∫
Rm

ω
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se, invece, il diffeomorfismo f inverte l’orientazione (cioè: det(D(f)) < 0) allora si ha:∫
Rm

f∗(ω) = −
∫
Rm

ω ;

∫
Rm

f ∗(ω) = −
∫
Rm

ω

Se U ⊂ Rm è un aperto che contiene il supporto di ω, allora possiamo definire∫
U

ω =

∫
Rm

ω

e possiamo affermare che∫
f(U)

f∗(ω) =

∫
U

ω ;

∫
f−1(U)

f ∗(ω) =

∫
U

ω

per ogni diffeomorfismo f ∈ Diff(Rm) che conserva l’orientazione. Se, invece, il diffeomorfismo f

inverte l’orientazione si ha∫
f(U)

f∗(ω) = −
∫
U

ω ;

∫
f−1(U)

f ∗(ω) = −
∫
U

ω

1.4 Integrazione di m–forme differenziali su varietà di dimensione m

Se consideriamo una m–forma ω ∈ Ωm(M) su una varietà M di dimensione m ed il supporto di ω

è un compatto “abbastanza piccolo” da essere contenuto nel dominio di una carta c = (U,φ) allora

possiamo definire l’integrale ∫
M

ω :=

∫
U

ω :=

∫
φ(U)

φ∗(ω)
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L’integrale
∫
M ω è ben definito a patto di lavorare su varietà orientate ed utilizzando solo carte c =

(U,φ) orientate positivamente. Dimostrazione.

Se consideriamo due carte c1 = (U1, φ1) e c2 = (U2, φ2) orientate positivamente e tali che supp(ω) ⊂

U12 = U1 ∩ U2(̸= ∅), allora dobbiamo verificare che

∫
φ1(U12)

(φ1)∗(ω) =

∫
φ2(U12)

(φ2)∗(ω)

Ma, sapendo che φ2 = φ21 ◦ φ1 e che il diffeomorfismo φ21 conserva l’orientazione, otteniamo

∫
φ2(U12)

(φ2)∗(ω) =

∫
φ21(φ1(U12))

(φ21)∗((φ1)∗(ω)) =

∫
φ1(U12)

(φ1)∗(ω)

Se il supporto supp(ω) non è “abbastanza piccolo”, allora possiamo risolvere il problema di calcolare

l’integrale scegliendo una partizione dell’unità (fa) e consideriamo le forme ωa = fa · ω, calcolare gli

integrali
∫
M ωa e definire

∫
M ω =

∑
a

∫
M ωa. La sommatoria

∑
a

∫
M ωa è sempre una sommatoria

finita, e non è mai una serie, perché solo un numero finito delle m-forme ωa è diversa da 0 ∈ Ωm(M).

Si dimostra che il risultato non dipende dalla scelta della partizione dell’unità che viene scelta. Per la

teoria generale rimandiamo all’ottimo libro [10].
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1.5 Integrazione di k–forme differenziali su sottovarietà di dimensione k

Consideriamo una sottovarietà orientabile N , di dimensione k, di una varietà M di dimensione m > k1.

Se consideriamo una k–forma a supporto compatto ω ∈ Ωk(M) allora possiamo definire l’integrale∫
N

ω :=

∫
N

(ιN)
∗(ω)

dove ιN : N −→M è l’iniezione canonica. Se ω ∈ Ωk(M) non ha supporto compatto ma (ιN)
∗(ω) ∈

Ωk(N) ha supporto compatto non ci sono problemi a definire l’integrale.

1.6 Sottovarietà con bordo e teorema di Stokes

Un sottoinsieme S ⊂M tale che per ogni punto p ∈ S esiste un sistema di coordinate (U, x1, x2, . . . , xm),

in M , tale che nell’insieme U ∩ S si abbia x1 ≤ 0 (oppure x1 < 0). I punti in cui x1 < 0 sono i punti

interni di S mentre i punti in cui x1 = 0 sono i punti del bordo ∂S, che è una sottovarietà di dimensione

m− 1 di M .

Quando M è una varietà orientabile, ognuna delle due orientazioni di M induce una orienta-

zione del bordo ∂S delle sottovarietà con bordo S di M . Basta considerare sistemi di coordinate

(U, x1, x2, . . . , xm) come quelle precedenti che siano orientate positivamente per l’orientazione scelta

su M .
1Attenzione che all’interno di varietà orientate esistono sottovarietà non orientabili (tipo nastri di Möbius e bottiglie di Klein) e all’interno di varietà

non orientabili esistono sottovarietà orientabili
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Dimostrazione. Consideriamo due sistemi di coordinate (x1, x2, . . . , xm) ed (y1, y2, . . . , ym) attorno

ad un punto p ∈ ∂S del bordo di S.

Per quanto riguarda le trasformazioni di coordinate sappiamo che y1(0, x2, . . . , xm) ≡ 0 e che

x1(0, y2, . . . , ym) ≡ 0. Calcolando la matrice jacobiana in un punto del bordo ∂S della trasformazione

(xα) −→ (yβ) ∂y1

∂x1 (0, x
2, . . . , xm) ∂y1

∂xk (0, x
2, . . . , xm)

∂yi

∂x1 (0, x
2, . . . , xm) ∂yi

∂xk (0, x
2, . . . , xm)

 =

 ∂y1

∂x1 (0, x
2, . . . , xm) 0

∂yi

∂x1 (0, x
2, . . . , xm) ∂yi

∂xk (0, x
2, . . . , xm)


Gli indici latini vanno da 2 a m e quelli greci da 1 a m. Ovviamente si ha:

det

(
∂yα

∂xβ
(0, x2, . . . , xm)

)
=

∂y1

∂x1
(0, x2, . . . , xm) · det

(
∂yi

∂xk
(0, x2, . . . , xm)

)
Siccome le derivate ∂y1

∂x1 (0, x
2, . . . , xm) devono essere por forza positive si vede che i due determinanti

det

(
∂yα

∂xβ
(0, x2, . . . , xm)

)
e det

(
∂yi

∂xk
(0, x2, . . . , xm)

)
hanno lo stesso segno.

Il teorema di Stokes dice che per ogni (m−1)–forma α ∈ Ωm−1(M) e per ogni sottovarietà compatta

con bordo S calcolando l’integrale di α su ∂S si ottiene∫
∂S

α =

∫
S

dα
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(su ∂S si deve prendere l’orientazione indotta da quella di M).

Dimostrazione. Dato un sistema di coordinate (x1, x2, . . . , xm), la (m − 1)–forma α ∈ Ωm−1(M)

viene rappresentata da

α = αν2...νm(x)dx
ν2 ⊗ · · · ⊗ dxνm = 1

(m−1)! αν2...νm(x) dx
ν2 ∧ · · · ∧ dxνm = α̂µ(x) dsµ(x)

dove

αν2...νm(x) = α̂µ(x) εµν2...νm

α̂µ(x) = 1
(m−1)! ασ2...σm

(x)εµσ2...σm

dsµ(x) = εµν2...νmdx
ν2 ⊗ · · · ⊗ dxνm

= 1
(m−1)! εµν2...νmdx

ν2 ∧ · · · ∧ dxνm

Calcolando i prodotti esterni dxλ ∧ dsµ si ottiene

dxλ ∧ dsµ(x) = δλµ ds(x)

da cui si deduce che

dα = d(α̂µ(x) dsµ(x)) = (dα̂µ(x)) ∧ dsµ(x) = ∂να̂
µ(x)dxν ∧ dsµ(x) = ∂κα̂

κ(x) ds(x)

Questa identità conclude, in pratica, la dimostrazione.
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Se la sottovarietà con bordo S non è compatta possiamo iniziare a dimostrare il teorema per le

forme α a supporto compatto e proseguire poi fino a dove è possibile.

FINE LEZIONE 21 MMdFC (2023-05-16 ore 11:00 – 13:00)
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2 Lagrangiane del prim’ordine

Ci sono due punti di vista per studiare le teorie lagrangiane del prim’ordine sulle varietà fibrate. Il

primo utilizza morfismi di fibrati dicendo che una lagrangiana del prim’ordine è un morfismo di varietà

fibrate L : J1(Z) −→ A0
m(M). Il secondo utilizza forme orizzontali dicendo che una lagrangiana è una

m–forma orizzontale L ∈ H0
m(J

1(Z)). Noi utilizzeremo di volta in volta il punto di vista che è più

utile per dimostrare le proprietà che stiamo studiando.

In coordinate fibrate naturali si ha

L : (xα, zi, ziµ) 7−−−−−−−−−−→ (xα, L̂(xβ, zi, ziµ)) (1)

e

L = L̂(xβ, zi, ziµ)ds(x) (2)

dove la funzione L̂(xβ, zi, ziµ) è una densità scalare di peso 1.

Il funzionale d’azione associata alla forma lagrangiana L è dato dagli integrali

A
Ω
(σ) =

∫
Ω

(j1σ)∗L =

∫
Ω

L̂(j1xσ)ds(x) =

∫
Ω

L̂(xβ, σi(x), ∂µσ
i(x))ds(x)

dove σ è una sezione locale o globale della varietà fibrata ζ : Z −→M e Ω è una sottovarietà con

bordo compatta tale che Ω ⊂ Dom(σ).

Risolvere il problema variazionale associato alla forma lagrangiana L consiste nello studiare i punti

stazionari σ di tutti gli integrali d’azione A
Ω
(·).
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2.1 Variazione.

Per studiare i punti stazionari introduciamo per prima cosa le curve differenziabili t 7−→ σt nell’in-

sieme delle sezioni di Z. Una curva differenziabile t 7−→ σt nello delle sezioni di Z è una omotopia

differenziabile (t, x) 7−→ σt(x).

Supponiamo che l’intervallo aperto I in cui varia il parametro t sia tale che 0 ∈ I ⊆ R e consideriamo

tutte le curve differenziabili basate in una sezione fissata σ̄, nel senso che σ0 = σ̄. Diciamo che σ̄ è un

punto stazionario per l’azione A
Ω
(σ) se ognuna delle funzioni t 7−→ A

Ω
(σt) ha un punto stazionario in

t = 0 o, visto che le funzioni t 7−→ A
Ω
(σt) sono elementi di C∞(R;R), se si ha

dA
Ω
(σt)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0

per ogni curva t 7−→ σt basata in σ̄.

Se definiamo σ̃i(t, xα) = (σt)
i(xα), allora l’azione è

A
Ω
(σt) =

∫
Ω

(j1σt)
∗L =

∫
Ω

L̂
(
x, σ̃i(t, x), ∂µσ̃

i(t, x)
)
ds(x)

mentre

dA
Ω
(σt)

dt
=

∫
Ω

(
∂kL̂

(
x, σ̃i(t, x), ∂µσ̃

i(t, x)
)
∂tσ̃

k(t, x) + ∂µ
k L̂

(
x, σ̃i(t, x), ∂µσ̃

i(t, x)
)
∂t∂µσ̃

k(t, x)
)
ds(x)

Calcolando il tutto in t = 0 si ha

δA
Ω
(σ̄) =

∫
Ω

(
∂kL̂(j

1
xσ̄) δσ̄

k(x) + ∂µ
k L̂(j

1
xσ̄) ∂µδσ̄

k(x)
)
ds(x) (3)
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dove si è posto

δA
Ω
(σ̄) =

dA
Ω
(σt)

dt

∣∣∣∣
t=0

, δσ̄k(xα) =
∂σ̃k

∂t
(0, x)

Integrando per parti si ottiene

δA
Ω
(σ̄) =

∫
Ω

∂µ

[
∂µ
k L̂(j

1
xσ̄)δσ̄

k(x)
]
ds(x) +

∫
Ω

{[
∂kL̂(j

1
xσ̄)− ∂µ

(
∂µ
k L̂(j

1
xσ̄)

)]
δσ̄k(x)

}
ds(x) (4)

=

∫
∂Ω

[
∂µ
k L̂(j

1
xσ̄)δσ̄

k(x)
]
dsµ(x) +

∫
Ω

{[
∂kL̂(j

1
xσ̄)− ∂µ

(
∂µ
k L̂(j

1
xσ̄)

)]
δσ̄k(x)

}
ds(x) (5)

2.2 Equazioni di Eulero–Lagrange.

Se nella (5) consideriamo solo le curve t 7−→ σt tali che δσ̄k|∂Ω = 0, possiamo dedurre che la condizione

necessaria affinché δA
Ω
(σ̄) = 0 è che la sezione σ̄ sia una soluzione dell’equazione differenziale del

second’ordine

∂kL̂(j
1
xσ̄)− ∂µ

(
∂µ
k L̂(j

1
xσ̄)

)
= 0 (6)

o, equivalentemente, una soluzione delle equazioni di Eulero–Lagrange[
∂kL̂− dµ

(
∂µ
k L̂

)]
(j2xσ̄) = 0 . (7)

Osservazione 2.1. La funzione

δσ̄ : M −−−−−−−−−−→ V (Z)

x 7−−−−−−−−−−→ (x, σ̄k(x), δσ̄k(x))
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è una sezione della varietà fibrata V (Z) −→M che si proietta sulla sezione

σ̄ : M −−−−−−−−−−→ Z

x 7−−−−−−−−−−→ (x, σ̄k(x))

Da quanto visto in [15] per i prolungamenti dei campi di vettori, si deduce che esiste un epimorfismo

di varietà fibrate su M

? : J1(T (Z)) −−−−−−−−−−→ T (J1(Z))

(xα, zi, ẋα, żi, ziν, v
α
ν , w

i
ν) 7−−−−−−−−−−→ (xα, zi, ziν, ẋ

α, żi, żiν)

definita essenzialmente da

żiν = wi
ν − ziσv

σ
ν .

Restringendo l’epimorfismo alla varietà fibrata J1(V (Z)) si ottiene un isomorfismo

J1(V (Z))←→ V (J1(Z))

di varietà fibrate su M

? : J1(V (Z)) −−−−−−−−−−→ V (J1(Z))

(xα, zi, żi, ziν, v
i
ν) 7−−−−−−−−−−→ (xα, zi, ziν, ż

i, żiν = viν)

Con queste ipotesi possiamo affermare che j1(δσ̄) = δ(j1(σ̄)).
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2.3 Forma di Poincaré–Cartan.

Anche per la forma lagrangiana del prim’ordine (2), le equazioni di Eulero-Lagrange (6) e/o (7) si

possono dedurre da una forma differenziale analoga alla forma di Poincaré–Cartan che c’è in meccanica.

Nel nostro caso, la forma di Poincaré–Cartan sarà una m–forma Θ ∈ Ωm(J1(Z)) con le seguenti

proprietà

1. per ogni sezione σ di Z su ha (j1σ)∗(Θ) = (j1σ)∗(L),

2. deve essere Θ ∈H0
m(J

1(Z))⊕H1
m−1(J

1(Z)),

3. il differenziale esterno dΘ è una (m+ 1)–forma del tipo dΘ ∈ K1(J1(Z)) ∧Ωm(J1(Z)).

Le condizioni 1 e 2 ci dicono che

Θ = L̂(xα, zi, zsσ)ds+ F̂ µ
k (x

α, zi, zsσ)ω
k ∧ dsµ (8)

e, quindi, il differenziale dΘ sarà

dΘ = dL̂ ∧ ds+ dF̂ µ
k ∧ ωk ∧ dsµ − F̂ µ

k dz
k
µ ∧ ds (9)

= ωk ∧
(
∂kL̂ ds− dF̂ µ

k ∧ dsµ

)
+
(
∂µ
k L̂− F̂ µ

k

)
dzkµ ∧ ds (10)

Per avere una forma Θ che soddisfa alla condizione 3 deve essere ∂µ
k L̂ − F̂ µ

k = 0. Siccome i due

termini ∂µ
k L̂ e F̂ µ

k si trasformano nello stesso modo, perché sono la parte non banale di due morfismi

J1(Z) −→ A0
m−1(M)⊗

Y
V ∗(Y ), possiamo chiedere che, globalmente, sia F̂ µ

k = ∂µ
k L̂.



18 Appunti di Calcolo delle Variazioni (versione preliminare 2023)

Come risultato, la m–forma

ΘL = L̂ ds+ ∂µ
k L̂ωk ∧ dsµ (11)

con differenziale

dΘL = ωk ∧
(
∂kL̂ ds− d

(
∂µ
k L̂

)
∧ dsµ

)
(12)

è l’unica m–forma Θ che soddisfa le condizioni richieste e sarà detta forma di Poincaré–Cartan della

lagrangiana L o della forma lagrangiana L.

Consideriamo ora un campo di vettori Ξ⃗(1)∈ X(J1(Z)) e calcoliamo il prodotto interno Ξ⃗(1)⌟| dΘL

otteniamo

Ξ⃗(1)⌟| dΘL = (Ξ⃗(1)⌟| ωk)
(
∂kL̂ ds− d

(
∂µ
k L̂

)
∧ dsµ

)
(13)

−ωk ∧
(
Ξ⃗(1)⌟|

(
∂kL̂ ds− d

(
∂µ
k L̂

)
∧ dsµ

))
e, quindi, per ogni sezione σ della varietà fibrata Z si ha

(j1σ)∗
(
Ξ⃗(1)⌟| dΘL

)
= (j1σ)∗(Ξ⃗(1)⌟| ωk) (j1σ)∗

(
∂kL̂ ds− d

(
∂µ
k L̂

)
∧ dsµ

)
(14)

= δσk(x)
(
∂kL̂ ◦ j1σ − ∂µ

(
∂µ
k L̂ ◦ j

1σ
))

ds (15)

dove si è posto

δσk(x) = (j1σ)∗(Ξ⃗(1)⌟| ωk) = (Ξ⃗(1)⌟| ωk) ◦ j1σ
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Possiamo, quindi, affermare che σ è una soluzione delle equazioni di Eulero–Lagrange (6) se e solo se

(j1σ)∗
(
Ξ⃗(1)⌟| dΘL

)
= 0 ∀ Ξ⃗(1) ∈ X(J1(Z)) (16)

La condizione (16) è fin troppo generale, ma può essere alleggerita richiedendo che Ξ⃗(1) sia il prolun-

gamento J1(Ξ⃗) di un campo di vettori Ξ⃗ ∈ X(Z) o anche solo il prolungamento di un campo di vettori

verticale Ξ⃗ ∈ X
V
(Z).

Esempio 2.1. [Lagrangiana del prim’ordine con equazioni banali]

Data una lagrangiana del prim’ordine L̂(xβ, zi, ziµ) del tipo

L̂ = dµ (f
µ(x, z)) = ∂µf

µ(x, z) + zkµ∂kf
µ(x, z) (17)

si ha

∂λ
i L̂ = ∂if

λ (18)

∂iL̂ = dλ
(
∂if

λ
)

(19)

Quindi, la forma di Poincaré–Cartan

Θ = (dλf
λ)ds+ (∂if

λ)ωi ∧ dsλ (20)

= d
H
fλ ∧ dsλ + d

V
fλ ∧ dsλ (21)

= d(fλdsλ) (22)
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è la controimmagine a J1(Z) di una m–forma esatta sulla varietà fibrata Z.

3 Lagrangiane del second’ordine

Anche in questo caso ci sono due punti di vista per studiare le teorie lagrangiane del second’ordine

sulle varietà fibrate. Il primo utilizza morfismi di fibrati dicendo che una lagrangiana del prim’ordine

è un morfismo di varietà fibrate L : J2(Z) −→ A0
m(M). Il secondo utilizza forme orizzontali dicendo

che una lagrangiana è una m–forma orizzontale L ∈H0
m(J

2(Z)). Noi utilizzeremo di volta in volta il

punto di vista che è più utile per dimostrare le proprietà che stiamo studiando.

In coordinate fibrate naturali si ha

L : (xα, zi, ziµ, z
i
µν) 7−−−−−−−−−−→ (xα, L̂(xβ, zi, ziµ, z

i
µν)) (23)

e

L = L̂(xβ, zi, ziµ, z
i
µν)ds (24)

dove la funzione L̂(xβ, zi, ziµ, z
i
µν) è una densità scalare di peso 1.

Il funzionale d’azione associata alla forma lagrangiana L è dato dagli integrali

A
Ω
(σ) =

∫
Ω

(j2σ)∗L =

∫
Ω

L̂(j2xσ)ds



Marco FERRARIS 21

dove σ è una sezione locale o globale della varietà fibrata ζ : Z −→M e Ω è una sottovarietà con

bordo compatta tale che Ω ⊂ Dom(σ).

Risolvere il problema variazionale associato alla forma lagrangiana L consiste nello studiare i punti

stazionari σ di tutti gli integrali d’azione A
Ω
(·).

3.1 Variazione.

Per studiare i punti stazionari procediamo come abbiamo fatto per le lagrangiane del prim’ordine.

Diciamo che σ̄ è un punto stazionario per l’azione A
Ω
(σ) se ognuna delle funzioni t 7−→ A

Ω
(σt) ha un

punto stazionario in t = 0 o, visto che le funzioni t 7−→ A
Ω
(σt) sono elementi di C∞(R;R), se si ha

dA
Ω
(σt)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0

per ogni curva t 7−→ σt basata in σ̄.

Se definiamo σ̃i(t, xα) = (σt)
i(xα), allora l’azione è

A
Ω
(σt) =

∫
Ω

(j1σt)
∗L =

∫
Ω

L̂(x, σ̃i(t, x), ∂µσ̃
i(t, x), ∂µ∂νσ̃

i(t, x))ds

Calcolando

δA
Ω
(σ̄) =

dA
Ω
(σt)

dt

∣∣∣∣
t=0

si ha

δA
Ω
(σ̄) =

∫
Ω

(
∂kL̂(j

2
xσ̄)δσ̄

k(x) + ∂µ
k L̂(j

2
xσ̄)∂µδσ̄

k(x) + ∂µν
k L̂(j2xσ̄)∂ν∂µδσ̄

k(x)
)
ds (25)
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e integrando per parti si ottiene

δA
Ω
(σ̄) =

∫
Ω

∂µ

{[
∂µ
k L̂(j

2
xσ̄)− ∂ν

(
∂µν
k L̂(j2xσ̄)

)]
δσ̄k(x) + ∂µν

k L̂(j2xσ̄)∂νδσ̄
k(x)

}
ds

+

∫
Ω

{[
∂kL̂(j

2
xσ̄)− ∂µ

(
∂µ
k L̂(j

2
xσ̄)

)
+ ∂ν∂µ

(
∂µν
k L̂(j2xσ̄)

)]
δσ̄k(x)

}
ds (26)

=

∫
∂Ω

{[
∂µ
k L̂(j

2
xσ̄)− ∂ν

(
∂µν
k L̂(j2xσ̄)

)]
δσ̄k(x) + ∂µν

k L̂(j2xσ̄)∂νδσ̄
k(x)

}
dsµ

+

∫
Ω

{[
∂kL̂(j

2
xσ̄)− ∂µ

(
∂µ
k L̂(j

2
xσ̄)

)
+ ∂ν∂µ

(
∂µν
k L̂(j2xσ̄)

)]
δσ̄k(x)

}
ds (27)

3.2 Equazioni di Eulero–Lagrange.

Se nella (27) consideriamo solo le curve t 7−→ σt tali che δσ̄k|∂Ω = 0 e (∂µδσ̄k)|∂Ω = 0, possiamo dedurre

che la condizione necessaria affinché δA
Ω
(σ̄) = 0 è che la sezione σ̄ sia una soluzione dell’equazione

differenziale del quart’ordine

∂kL̂(j
2
xσ̄)− ∂µ

(
∂µ
k L̂(j

2
xσ̄)

)
+ ∂ν∂µ

(
∂µν
k L̂(j2xσ̄)

)
= 0 (28)

o, equivalentemente, una soluzione delle equazioni di Eulero–Lagrange

[
∂kL̂− dµ

(
∂µ
k L̂

)
+ dνdµ

(
∂µν
k L̂

)]
(j4xσ̄) = 0 . (29)



Marco FERRARIS 23

3.3 Forma di Poincaré–Cartan.

Anche per la forma lagrangiana del second’ordine (24), le equazioni di Eulero-Lagrange (28) e/o (29)

si possono dedurre da una forma differenziale analoga alla forma di Poincaré–Cartan che c’è per le

lagrangiane del prim’ordine.

In questo caso, la forma di Poincaré–Cartan sarà una m–forma Θ ∈ Ωm(J3(Z)) con le seguenti

proprietà

1. per ogni sezione σ di Z su ha (j3σ)∗(Θ) = (j2σ)∗(L),

2. deve essere Θ ∈H0
m(J

3(Z))⊕H1
m−1(J

3(Z)) e deve anche essere anche orizzontale per la proiezione

ζ32 : J3(Z) −→ J2(Z),

3. il differenziale esterno dΘ è una (m+ 1)–forma del tipo dΘ ∈ K1(J1(Z)) ∧Ωm(J3(Z)).

Le condizioni 1 e 2 ci dicono che

Θ = L̂ ds+
(
F̂ µ
k ω

k + F̂ νµ
k ωk

ν

)
∧ dsµ (30)

e, quindi, il differenziale dΘ sarà

dΘ = dL̂ ∧ ds+
(
dF̂ µ

k ∧ ωk + dF̂ νµ
k ∧ ωk

ν

)
∧ dsµ −

(
F̂ µ
k ω

k
µ + F̂ νµ

k ωk
µν

)
∧ ds (31)

=
(
∂kL̂ωk + ∂µ

k L̂ωk
µ + ∂µν

k L̂ωk
µν

)
∧ ds
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+
(
dF̂ µ

k ∧ ωk + dF̂ νµ
k ∧ ωk

ν

)
∧ dsµ −

(
F̂ µ
k ω

k
µ + F̂ νµ

k ωk
µν

)
∧ ds

=
(
∂µν
k L̂− F̂

(νµ)
k

)
ωk

µν ∧ ds

+ωk
α ∧

((
∂α
k L̂− F̂ α

k

)
ds− dF̂ αµ

k ∧ dsµ

)
+ωk ∧

(
∂kL̂ ds− dF̂ µ

k ∧ dsµ

)
I due termini ∂µν

k L̂ e F̂ µν
k si trasformano nello stesso modo e, quindi, possiamo chiedere che, global-

mente, sia

F̂ µν
k = ∂µν

k L̂+ M̂µν
k

dove si è posto M̂µν
k = F̂

[µν]
k . Se F̂ µν

k ∈ F(J2(Z)) e, quindi, anche M̂µν
k ∈ F(J2(Z)) si ha

dF̂ αµ
k ∧ dsµ = dµF̂

αµ
k ds+ dV (F̂

αµ
k ) ∧ dsµ

e

dΘ = ωk
α ∧

(
∂α
k L̂− F̂ α

k − dµF̂
αµ
k

)
ds− ωk

α ∧ dV F̂
αµ
k ∧ dsµ

+ωk ∧
(
∂kL̂ ds− dF̂ µ

k ∧ dsµ

)
Il termine ωk

α ∧ dV F̂
αµ
k ∧ dsµ ∈ H2

m−1(J
3(Z)) può essere tranquillamente ignorato e si può scegliere

F̂ α
k in modo tale che

F̂ α
k = ∂α

k L̂− dµF̂
αµ
k = ∂α

k L̂− dµ(∂
αµ
k L̂)− dµM̂

αµ
k
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Si ha, quindi:

Θ = L̂ ds+
{[

∂µ
k L̂ − dα(∂

µα
k L̂)− dµM̂

µα
k

]
ωk +

[
∂αµ
k L̂+ M̂αµ

k

]
ωk

α

}
∧ dsµ (32)

Come risultato, la m–forma

ΘL = L̂ ds+
{[

∂µ
k L̂ − dα(∂

µα
k L̂)

]
ωk + ∂αµ

k L̂ ωk
α

}
∧ dsµ (33)

è l’unica forma (32) col coefficiente F̂ αµ
k simmetrico che soddisfa le condizioni richieste e sarà detta

forma di Poincaré–Cartan della lagrangiana L o della forma lagrangiana L.

Consideriamo ora un campo di vettori Ξ⃗(3)∈ X(J3(Z)) e calcoliamo il prodotto interno Ξ⃗(3)⌟| dΘL

otteniamo

Ξ⃗(3)⌟| dΘL = (Ξ⃗(3)⌟| ωk)
(
∂kL̂ ds− d

(
F̂ µ
k

)
∧ dsµ

)
+K1(J3(Z)) ∧Ωm−1(J3(Z)) (34)

e, quindi, per ogni sezione σ della varietà fibrata Z, possiamo, quindi, affermare che σ è una soluzione

delle equazioni di Eulero–Lagrange (29) se e solo se

(j3σ)∗
(
Ξ⃗(3)⌟| dΘL

)
= 0 ∀ Ξ⃗(3) ∈ X(J3(Z)) (35)

La condizione (35) è fin troppo generale, ma può essere alleggerita richiedendo che Ξ⃗(3) sia il prolun-

gamento J3(Ξ⃗) di un campo di vettori Ξ⃗ ∈ X(Z) o anche solo il prolungamento di un campo di vettori

verticale Ξ⃗ ∈ X
V
(Z).
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Esempio 3.1. [Lagrangiana del second’ordine con equazioni banali]

Data una lagrangiana del second’ordine L̂(xα, zi, ziµ, z
i
µν) del tipo

L̂ = dµ
(
fµ(xα, zi, ziβ)

)
= ∂µf

µ + zkµ∂kf
µ + zkνµ∂

ν
kf

µ (36)

si ha

∂ασ
i L̂ = ∂

(α
i f

σ) (37)

∂σ
i L̂ = ∂if

σ + dµ(∂
σ
i f

µ) (38)

∂iL̂ = dλ
(
∂if

λ
)

(39)

Calcolando le componenti di una delle possibili forme di Poincaré–Cartan si ottiene

F̂ λµ
i = ∂

(λ
i f

µ)
+ M̂λµ

i (M̂µλ
i = −M̂λµ

i )

= ∂µ
i f

λ − ∂
[µ
i f

λ] + M̂λµ
i

= ∂µ
i f

λ + M̃λµ
i (M̃µλ

i = −M̃λµ
i ) (40)

F̂ σ
i = ∂σ

i L̂− dλ (∂
σ
i f

λ)− dλ M̃
λσ
i

= ∂if
σ + dµ(∂

σ
i f

µ)− dλ (∂
σ
i f

λ)− dλ M̃
λσ
i

= ∂if
σ − dµ M̃

µσ
i (41)

Êi = ∂iL̂− dλF̂
λ
i

= dλ
(
∂if

λ
)
− dσ

(
∂if

σ − dµ M̃
µσ
i

)
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≡ 0 (42)

Scegliendo M̂λµ
i = ∂

[µ
i f

λ], si ha M̃λµ
i = 0 e, quindi, si ottiene la “forma di Poincaré–Cartan”

Θ = (dλf
λ)ds+

(
∂if

λ
)
ωi ∧ dsλ +

(
∂µ
i f

λ
)
ωi

µ ∧ dsλ (43)

= (dλf
λ)ds+

(
∂if

λωi + ∂µ
i f

λωi
µ

)
∧ dsλ (44)

= d
H
fλ ∧ dsλ + d

V
fλ ∧ dsλ (45)

= d(fλdsλ) (46)

che è la controimmagine a J3(Z) di una m–forma esatta su J1(Z).

Esempio 3.2. [Lagrangiana del second’ordine con equazioni non quasi-lineari]

Consideriamo il caso in cui la base M è R2 mentre il fibrato Z è il fibrato banale Z = R2 ×R. Sul

fibrato J2(Z), con coordinate locali (x1, x2, z, z1, z2, z11, z12, z22), consideriamo la seguente lagrangiana

L̂ =

(
A(z21 + z22) +

Kz

z21 + z22

)
(z11z22 − z212) +B(z) (47)

dove A,B : R −→ R sono funzioni arbitrarie e K ∈ R \ {0}.

Si dimostra facilmente che le equazioni di Eulero–Lagrange si riducono all’equazione

K
z11z22 − z212
z21 + z22

+
dB(z)

dz
= 0 (48)

che non è quasi-lieare.
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4 Lagrangiane del terz’ordine

La variazione dell’integrale d’azione

A
Ω
(σ) =

∫
Ω

(j3σ)∗L =

∫
Ω

L̂(j3xσ)ds

si può scrivere nel seguente modo

δA
Ω
(σ) =

∫
Ω

δL̂ ds

con δL̂ definita dalla formula

δL̂ = p̂k δσ
k + p̂λk δσ

k
λ + p̂λµk δσk

λµ + p̂λµνk δσk
λµν

dove si è posto

p̂k = ∂kL̂

p̂λk = ∂λ
k L̂

p̂λµk = ∂λµ
k L̂

p̂λµνk = ∂λµν
k L̂

La formula della variazione prima è

p̂k δσ
k + p̂λk δσ

k
λ + p̂λµk δσk

λµ + p̂λµνk δσk
λµν = Êk(L̂) δσ

k + dα
(
F̂

α
(L̂)

)
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dove

F̂
α
(L̂) = f̂α

k δσ
k + f̂λα

k δσk
λ + f̂λµα

k δσk
λµ (49)

f̂λµα
k = p̂λµαk (50)

f̂λα
k = p̂λαk − dν

(
f̂λαν
k

)
= p̂λαk − dν

(
p̂λανk

)
(51)

f̂α
k = p̂αk − dµ

(
f̂αµ
k

)
= p̂αk − dµ

(
p̂αµk

)
+ dµdν

(
p̂αµνk

)
(52)

Êk(L̂) = p̂k − dα
(
f̂α
k

)
= p̂k − dλ

(
p̂λk
)
+ dλdµ

(
p̂λµk

)
− dλdµdν

(
p̂λµνk

)
(53)

Una forma di Poincaré–Cartan sarà una m–forma Θ ∈H0
m(J

5(Z))⊕H1
m−1(J

5(Z)) del tipo

Θ = L̂ds+
(
F̂ α
k ωk + F̂ λα

k ωk
λ + F̂ λµα

k ωk
λµ

)
∧ dsα (54)

dove i coefficienti sono tali che: L̂, F̂ λµα
k ∈ F(J3(Z)), F̂ λα

k ∈ F(J4(Z)) e F̂ α
k ∈ F(J5(Z)).

Calcolando il differenziale dΘ si ottiene

dΘ = dL̂ ∧ ds−
(
F̂ α
k ωk

α + F̂ λα
k ωk

λα + F̂ λµα
k ωk

λµα

)
∧ ds (55)

+
(
d F̂ α

k ∧ ωk + d F̂ λα
k ∧ ωk

λ + d F̂ λµα
k ∧ ωk

λµ

)
∧ dsα (56)

=
(
dV L̂− F̂ α

k ωk
α − F̂ λα

k ωk
λα − F̂ λµα

k ωk
λµα

)
∧ ds (57)

+d F̂ α
k ∧ ωk ∧ dsα +

(
dH F̂ λα

k ∧ ωk
λ + dH F̂ λµα

k ∧ ωk
λµ

)
∧ dsα (58)

+
(
dV F̂ λα

k ∧ ωk
λ + dV F̂ λµα

k ∧ ωk
λµ

)
∧ dsα (59)
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=
(
p̂kω

k + (p̂αk − F̂ α
k )ω

k
α + (p̂λαk − F̂ λα

k )ωk
λα + (p̂λµαk − F̂ λµα

k )ωk
λµα

)
∧ ds (60)

+d F̂ α
k ∧ ωk ∧ dsα −

(
dσ F̂

λσ
k ∧ ωk

λ + dσ F̂
λµσ
k ∧ ωk

λµ

)
∧ ds (61)

+
(
dV F̂ λα

k ∧ ωk
λ + dV F̂ λµα

k ∧ ωk
λµ

)
∧ dsα (62)

= ωk ∧
(
p̂k ds− d F̂ α

k ∧ dsα

)
+
(
p̂λk − F̂ λ

k − dσ F̂
λσ
k

)
ωk

λ ∧ ds (63)

+
(
p̂λµk − F̂ λµ

k − dσ F̂
λµσ
k

)
ωk

λµ ∧ ds+
(
p̂λµαk − F̂ λµα

k

)
ωk

λµα ∧ ds (64)

+
(
dV F̂ λα

k ∧ ωk
λ + dV F̂ λµα

k ∧ ωk
λµ

)
∧ dsα (65)

= ωk ∧
(
p̂k ds− d F̂ α

k ∧ dsα

)
+
(
p̂λk − F̂ λ

k − dσ F̂
λσ
k

)
ωk

λ ∧ ds (66)

+
(
p̂λµk − F̂

(λµ)
k − dσ F̂

λµσ
k

)
ωk

λµ ∧ ds+
(
p̂λµαk − F̂

(λµα)
k

)
ωk

λµα ∧ ds (67)

+
(
dV F̂ λα

k ∧ ωk
λ + dV F̂ λµα

k ∧ ωk
λµ

)
∧ dsα (68)

Consideriamo ora un campo di vettori Ξ⃗(5)∈ X(J5(Z)). Calcolando il prodotto interno Ξ⃗(5)⌟| dΘL

otteniamo

Ξ⃗(5)⌟| dΘL = (Ξ⃗(5)⌟| ωk)
(
∂kL̂ ds− d

(
F̂ µ
k

)
∧ dsµ

)
(69)

+
(
p̂λk − F̂ λ

k − dσ F̂
λσ
k

)
(Ξ⃗(5)⌟| ωk

λ)ds

+
(
p̂λµk − F̂

(λµ)
k − dσ F̂

λµσ
k

)
(Ξ⃗(5)⌟| ωk

λµ)ds

+
(
p̂λµαk − F̂

(λµα)
k

)
(Ξ⃗(5)⌟| ωk

λµα)ds

+K1(J5(Z)) ∧Ωm−1(J5(Z))
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Se vogliamo poter affermare che una sezione sezione σ della varietà fibrata Z, è una soluzione delle

equazioni di Eulero–Lagrange Êk(L̂) = 0 della lagrangiana del terz’ordine L̂ se e solo se

(j5σ)∗
(
Ξ⃗(5)⌟| dΘL

)
= 0 ∀ Ξ⃗(5) ∈ X(J5(Z)) (70)

allora deve essere

F̂
(λµα)
k = p̂λµαk (71)

F̂
(λµ)
k = p̂λµk − dσ F̂

λµσ
k (72)

F̂ λ
k = p̂λk − dµ F̂

λµ
k (73)

che risolta dà

F̂ λµα
k = p̂λµαk + X̂λµα

k (X̂
[λµ]α
k ≡ 0, X̂

(λµα)
k ≡ 0) (74)

F̂ λµ
k = p̂λµk − dσ p̂

λµσ
k − dσ X̂

λµσ
k + Ŷ λµ

k (Ŷ
(λµ)
k ≡ 0) (75)

F̂ λ
k = p̂λk − dµ p̂

λµ
k + dµ dσ p̂

λµσ
k + dµ dσ X̂

λµσ
k + dµ Ŷ

λµ
k (76)

La (76) ci dice che l’esperssione del morfismo di Eulero–Lagrange Êk(L̂) sarà

Êk = p̂k − dλ F̂
λ
k (77)

= p̂k − dλ (p̂
λ
k − dµ p̂

λµ
k + dµ dσ p̂

λµσ
k + dµ dσ X̂

λµσ
k + dµ Ŷ

λµ
k ) (78)

= p̂k − (dλ p̂
λ
k − dλ dµ p̂

λµ
k + dλ dµ dσ p̂

λµσ
k + dλ dµ dσ X̂

λµσ
k + dλ dµ Ŷ

λµ
k ) (79)
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= p̂k − dλ p̂
λ
k + dλ dµ p̂

λµ
k − dλ dµ dσ p̂

λµσ
k − dλ dµ dσ X̂

λµσ
k − dλ dµ Ŷ

λµ
k (80)

= p̂k − dλ p̂
λ
k + dλ dµ p̂

λµ
k − dλ dµ dσ p̂

λµσ
k (81)

L’oggetto X̂λµσ
k può essere annullato, ma, in generale, Ŷ λµ

k non può essere identicamente nullo. Come

dimostrato in [7], quando X̂λµσ
k ≡ 0, una possibile Ŷ λµ

k per avere una forma Θ globalmente ben definita

si ottiene scegliendo

Ŷ µλ
k = p̂

αβ[µ
k γ

λ]
αβ = 1

2

(
p̂αβµk γλ

αβ − p̂αβλk γµ
αβ

)
dove γα

βµ è una connessione lineare simmetrica sulla varietà di base M .

Come nei casi precedenti, la condizione (70) è fin troppo generale, ma può essere alleggerita ri-

chiedendo che Ξ⃗(5) sia il prolungamento J5(Ξ⃗) di un campo di vettori Ξ⃗ ∈ X(Z) o anche solo il

prolungamento di un campo di vettori verticale Ξ⃗ ∈ X
V
(Z).
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