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Sommario

Molte delle formule più importanti, ma non tutte, sono indipendenti dalla dimensione della varietà e dalla segnatura del-

la metrica. Quando, in dimensione 4, considereremo metriche lorentziane supporremo che la segnatura sia (+,−,−,−) o

(−,−,−,+).

. . . . . . . . .
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2 Appunti sulle equazioni di Einstein (versione preliminare 2023)

1 Lagrangiana del second’ordine di Hilbert

Le equazioni di A. Einstein, come vengono comunemente scritte oggi, che descrivono il campo gravi-

tazionale e le sue interazioni con la materia sono equazioni del tipo

Rµν − 1
2Rgµν = κTµν (1)

dove le gµν sono le componenti di una metrica lorentziana (dimensione 4, det(gαβ) < 0, ∥gαβ∥ =

diag(+1,−1,−1,−1)), Rµν sono le componenti del tensore di Ricci della metrica gαβ e R = gµνRµν la

curvatura scalare (o lo scalare di curvatura) di Ricci della metrica gαβ. Il tensore doppio, simmetrico,

covariante Tµν è noto come tensore di stress di Hilbert o tensore di energia momento di Hilbert e

descrive il modo in cui il potenziale gµν del campo gravitazionale interagisce con la materia. La

costante dimensionale

κ =
8πG

c4
(2)

dove G è la costante gravitazionale di Newton e c è la velocità delle luce1.

Alla fine del 1915, D. Hilbert pubblica un articolo [1] in cui si dimostra che le equazioni (1) si

possono dedurre da un principio variazionale con una lagrangiana del second’ordine

L = − 1
2κ

√
| det(gαβ)|R(gµν, ∂gµν, ∂

2gµν) +V(gαβ, φ, ∂φ) (3)

1Cercheremo sempre di evitare di mettere costanti dimensionali uguali a 1.



Marco FERRARIS 3

globalmente ben definita e covariante2.

1.1 Metodo di Palatini

Per dimostrare come funziona il procedimento sfrutteremo il metodo di Palatini che fu introdotto da A.

Palatini in un lavoro [4] del 1919. Per prima cosa, Palatini dimostra3 che, nell’ipotesi che le variazioni

δgαβ siano le componenti di un tensore, la variazione dei simboli di Christoffel di seconda specie

Γα
βµ = {αβµ} = 1

2g
ασ (∂βgσµ + ∂µgσβ − ∂σgβµ)

della metrica gαβ è un campo di tensori:

δΓα
βµ = 1

2g
ασ (∇βδgσµ +∇µδgσβ −∇σδgβµ) (4)

che sta in S1
2(M). Sfruttando questo fatto, Palatini dimostra poi che la variazione del tensore di

Riemann

Rα
βµν = dµΓ

α
βν − dνΓ

α
βµ + Γα

σµΓ
σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βµ

ha la seguente espressione

δRα
βµν = ∇µδΓ

α
βν −∇νδΓ

α
βµ (5)

2Hilbert presupponeva di lavorare su una varietà lorentziana (dimensione 4 e det(gαβ) < 0), ma le equazioni che si ottengono hanno la stessa

struttura in qualunque dimensione ed in qualunque segnatura della metrica
3Palatini dimostra la formula (4) in dimensione 4 e con metrica lorentziana, ma la formula non dipende dalla dimensione o dalla segnatura della

metrica.
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La variazione del tensore di Ricci

Rβν = Rα
βαν = ∂αΓ

α
βν − ∂νΓ

α
βα + Γα

σαΓ
σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βα = dαU

α
βν + ΓσΓ

σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βα

è data dalla seguente formula

δRβν = ∇αδΓ
α
βν −∇νδΓ

α
βα (6)

Posto, infine,

Uα
βν = Γα

βν − δα(νΓ
σ
β)σ = Γα

βν − 1
2

(
δανΓ

σ
βσ + δαβΓ

σ
νσ

)
(7)

si ottiene4

δRβν = ∇αδU
α
βν (8)

1.2 Variazione della lagrangiana gravitazionale di Hilbert

Il termine gravitazionale della lagrangiana (3) si può riscrivere nel seguente modo

L
H
(j2g) = − 1

2κ

√
| det(gαβ)|R = − 1

2κg
βνRβν (9)

dove si è posto gβν =
√
| det(gρσ)| gβν =

√
|g| gβν.

4Ricordarsi che

Γσ
νσ = 1

2
gασdνgασ = dν ln

(√
|g|

)
, δΓσ

νσ = dν

(
δg

2 g

)
e, quindi, dβ δΓσ

νσ = dβdν

(
δg

2 g

)
.
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Calcolando ora la variazione della (9), si ottiene

δ
(
gβνRβν

)
= δgβνRβν + gβνδRβν (10)

= δgβνRβν + gβν
(
∇αδU

α
βν

)
(11)

= δgβνRβν +∇α

(
gβνδUα

βν

)
(12)

= δgβνRβν + dα
(
gβνδUα

βν

)
(13)

=
√

|g|
(
Rβν − 1

2Rgβν
)
δgβν + dα

(
gβνδUα

βν

)
(14)

da cui si deduce che le equazioni di Eulero–Lagrange nel vuoto sono

√
|g|

(
Rβν − 1

2Rgβν
)
= 0 ⇐⇒ Rβν − 1

2Rgβν = 0 (15)

Se la dimensione di M è maggiore di 2, allora le equazioni (15) sono equivalenti alle equazioni

Rβν = 0 (16)

Non c’è alcun bisogno di simmetrizzare Rβν nelle equazioni (15) e (16) perché sappiamo che il tensore

di Ricci di una metrica è simmetrico.
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1.3 Variazione della lagrangiana completa di Hilbert

Calcolando la variazione della lagrangiana (3) col metodo di Palatini si ottiene5

δL = − 1
2κg

βνδRβν − 1
2κRβνδg

βν + δV

= − 1
2κg

βν∇αδU
α
βν − 1

2κRβνδg
βν +

1

2

(
tβνδg

βν + tαβνδg
βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

= − 1
2κdα

(
gβνδUα

βν

)
− 1

2κRβνδg
βν +

1

2

(
tβνδg

βν + tαβνδg
βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

=

[
− 1

2κRβν +
1

2

(
tβν − dαt

α
βν

)]
δgβν + (fa − dαp

α
a ) δφ

a

+dα

(
− 1

2κg
βνδUα

βν +
1

2
tαβνδg

βν + pα
aδφ

a

)
Osserviamo che

1. gli oggetti tαβν sono le componenti di un tensore una volta controvariante, due volte covariante e

simmetrico;

2. gli oggetti tβν, che sono simmetrici, non sono le componenti di un tensore, ma Xβν = tβν − dαt
α
βν

sono le componenti di un tensore simmetrico due volte covariante;

3. gli oggetti pα
a sono le componenti di una quantità di tipo tensoriale;

5D’ora in avanti supporremo che V = V(j1g, j1φ) sia una densità lagrangiana covariante.
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4. gli oggetti fa non sono sono le componenti di una quantità di tipo tensoriale, ma gli oggetti

ea = fa − dαp
α
a sono le componenti di una quantità di tipo tensoriale.

In dimensione > 2, le equazioni di Eulero Lagrange sono

−1

κ
Rβν +Xβν = 0 (17)

ea = fa − dαp
α
a = 0 (18)

L’equazione (17) può essere rimpiazzata dall’equazione equivalente6

Rβν − 1
2Rgβν = κ

h

T βν (19)

dove il tensore di stress di Hilbert è definito da

h

T βν = Xβν − 1
2X gβν con X = gρσXρσ . (20)

2 Lagrangiana non covariante del prim’ordine di Einstein

Nel lavoro [3] del 1916, Einstein considera un principio variazionale basato su una lagrangiana del

prim’ordine, che però dipende dal sistema di coordinate, ma che riproduce le stesse equazioni di
6che vale in qualunque dimensione



8 Appunti sulle equazioni di Einstein (versione preliminare 2023)

Eulero–Lagrange della lagrangiana di Hilbert (3). Questo è possibile perché si ha

U(j1g, j1φ) = L(j2g, j1φ) + 1
2κdα

[
gβνUα

βν(j
1g)

]
(21)

= 1
2κg

βν
[
Γα
σα(j

1g)Γσ
βν(j

1g)− Γα
σν(j

1g)Γσ
βα(j

1g)
]
+V(j1g, j1φ) (22)

e, quindi, le equazioni di Eulero–Lagrange che si ottengono dalla L(j2g, j1φ) sono le stesse che si

ottengono dalla U(j1g, j1φ).

2.1 Variazione della lagrangiana gravitazionale di Einstein

La parte puramente gravitazionale della Lagrangiana (21) è:

U
E
(j1g) = L

H
(j2g) + 1

2κdα
(
gβνUα

βν

)
(23)

= − 1
2κg

βνRβν +
1
2κdα

(
gβνUα

βν

)
(24)

= 1
2κg

βν
(
Γα
σαΓ

σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βα

)
(25)

= 1
2κg

βν
(
Rβν − dαU

α
βν

)
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e dalla (13) otteniamo

δU
E
(j1g) = δ

[
1
2κ g

βν
(
Γα
σαΓ

σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βα

)]
(26)

= δ
[
L

H
(j2g) + 1

2κdα
(
gβνUα

βν

)]
(27)

= δL
H
(j2g) + 1

2κdα
[
gβνδUα

βν + Uα
βνδg

βν
]

(28)

= − 1
2κRβνδg

βν + 1
2κdα

(
Uα
βνδg

βν
)

(29)

= 1
2κ

(
dαU

α
βν −Rβν

)
δgβν + 1

2κU
α
βνδg

βν
α (30)

da cui si deduce che le equazioni di Eulero–Lagrange sono ancora le equazioni (15).

2.2 Variazione della lagrangiana completa di Einstein

Calcolando la variazione della lagrangiana (22) si ottiene

δU(j1g, j1φ) = δL(j2g, j1φ) + 1
2κdα

[
gβνδUα

βν + Uα
βνδg

βν
]

= 1
2κdα

(
Uα
βνδg

βν
)
− 1

2κRβνδg
βν + 1

2κ

(
tβνδg

βν + tαβνδg
βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

= 1
2κ

(
dαU

α
βν −Rβν

)
δgβν + 1

2κU
α
βνδg

βν
α + 1

2κ

(
tβνδg

βν + tαβνδg
βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

= 1
2κ

(
dαU

α
βν −Rβν + tβν

)
δgβν + 1

2κ

(
Uα
βν + tαβν

)
δgβνα + faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

= 1
2κ

(
−Rβν + tβν − dαt

α
βν

)
δgβν + (fa − dµp

µ
a) δφ

a + dσ
[

1
2κ

(
Uσ
βν + tσβν

)
δgβν + pσ

aδφ
a
]

da cui si deduce che le equazioni di Eulero–Lagrange sono ancora le equazioni (17) e (18) (oppure (19)

e (18)).
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3 Forma di Poincaré–Cartan per le lagrangiane di Einstein e di Hilbert

La forma di Poincaré–Cartan Θ
E

della lagrangiana U
E

è

Θ
E

= U
E
ds+ 1

2κU
α
βνdV g

βν ∧ dsα (31)

=
(
U

E
− 1

2κU
α
βνg

βν
α

)
ds+ 1

2κU
α
βνdg

βν ∧ dsα (32)

= −U
E
ds+ 1

2κU
α
βνdg

βν ∧ dsα (33)

e si ha

dΘ
E

= dU
E
∧ ds+ 1

2κdU
α
βν ∧ dV g

βν ∧ dsα +
1
2κU

α
βνd dV g

βν ∧ dsα (34)

= 1
2κ

(
dαU

α
βν −Rβν

)
dgβν ∧ ds+ 1

2κU
α
βνdg

βν
α ∧ ds− 1

2κdαU
α
βν dV g

βν ∧ ds (35)

+ 1
2κdVU

α
βν ∧ dV g

βν ∧ dsα − 1
2κU

α
βνdg

βν
α ∧ ds (36)

= − 1
2κRβν dV g

βν ∧ ds+ 1
2κdVU

α
βν ∧ dV g

βν ∧ dsα (37)

Partendo dall’identità

U
E
ds = − 1

2κg
βνRβνds+

1
2κdα

(
gβνUα

βν

)
ds

= L
H
ds+ 1

2κdH

(
gβνUα

βν

)
∧ dsα
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si ottiene

Θ
E

= L
H
ds+ 1

2κdH

(
gβνUα

βν

)
∧ dsα +

1
2κU

α
βνdV g

βν ∧ dsα

= L
H
ds+ 1

2κd
(
gβνUα

βν

)
∧ dsα − 1

2κdV

(
gβνUα

βν

)
∧ dsα +

1
2κU

α
βνdV g

βν ∧ dsα

= L
H
ds+ 1

2κd
(
gβνUα

βνdsα
)
− 1

2κ

(
gβνd

V
Uα
βν

)
∧ dsα

Definiamo la m–forma

Θ
H

= L
H
ds− 1

2κ

(
gβνd

V
Uα
βν

)
∧ dsα (38)

= Θ
E
− 1

2κd
(
gβνUα

βνdsα
)

(39)

= −U
E
ds− 1

2κg
βνdUα

βν ∧ dsα (40)

che formalmente sarebbe definita su J2
◦
S0
2(M), ma che è la controimmagine di una m–forma su

J1
◦
S0
2(M). Calcolando il differenziale d(Θ

H
) su J2

◦
S0
2(M) si ha

d(Θ
H
) = − 1

2κRβνdV g
βν ∧ ds+ 1

2κdVU
α
βν ∧ dV g

βν ∧ dsα (41)

= − 1
2κRβνdg

βν ∧ ds+ 1
2κdVU

α
βν ∧ dV g

βν ∧ dsα (42)

Per verificare se la m–forma Θ
H

è la forma di Poincaré–Cartan canonica della lagrangiana del se-

cond’ordine L
H

bisogna studiare il termine gβνd
V
Uα
βν ∧ dsα

gβνd
V
Uα
βν ∧ dsα = gβν

(
d

V
Γα

βν − 1
2

(
δαβdV

Γν + δαν dV
Γβ

))
∧ dsα (43)

=
(
gβνd

V
Γα

βν − gανd
V
Γν

)
∧ dsα (44)
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dove i differenziali verticali d
V
Γα

βν e d
V
Γν hanno le seguenti espressioni

d
V
Γα

βν = 1
2g

ασ (d
V
gσβ,ν + d

V
gσν,β − d

V
gβν,σ)− gαλΓµ

βνdV
gλµ (45)

d
V
Γν = 1

2g
ρσd

V
gρσ,ν − gαλΓµ

ανdV
gλµ (46)

Di conseguenza si ha:

gβνd
V
Uα
βν =

√
|g|gβν

(
d

V
Γα

βν − 1
2

(
δαβdV

Γν + δαν dV
Γν

))
(47)

=
√
|g|

(
gβν 12g

ασ (d
V
gσβ,ν + d

V
gσν,β − d

V
gβν,σ)− gαλΓµ

βνdV
gλµ

)
(48)

−
√

|g|gαν
(
1
2g

ρσd
V
gρσ,ν − gρλΓµ

ρνdV
gλµ

)
(49)

= 1
2

√
|g|

(
gβνgασd

V
gσβ,ν + gβνgασd

V
gσν,β − gβνgασd

V
gβν,σ + . . .

)
(50)

+1
2

√
|g| (−gανgρσd

V
gρσ,ν + . . .) (51)

= 1
2

√
|g|

(
gbngaαd

V
gab,n + gnbgaαd

V
gab,n − gabgnαd

V
gab,n + . . .

)
(52)

+1
2

√
|g|

(
−gnαgabd

V
gab,n + . . .

)
(53)

= 1
2

√
|g|

(
gbngaαd

V
gab,n + gnbgaαd

V
gab,n − 2 gabgnαd

V
gab,n

)
+ . . . (54)

= 1
2

√
|g|

(
gnbgaα + gnagbα − 2 gabgnα

)
d

V
gab,n + . . . (55)

I coefficienti P abnα = gnbgaα + gnagbα − 2 gabgnα sono simmetrici rispetto agli indici a, b, come deve

essere, e sono anche simmetrici rispetto agli indici n, α. Questo fatto ci assicura che la m–forma Θ
H

è

la forma di Poincaré–Cartan canonica della lagrangiana del second’ordine L
H
.
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Le formule (38) e (39) ci dicono che Θ
H

è la controimmagine su J2
◦
S0
2(M) della m–forma

Θ
E
− 1

2κd
(
gβνUα

βνdsα
)
= −U

E
ds− 1

2κg
βνdUα

βν ∧ dsα (56)

che è definita su su J1
◦
S0
2(M) (vedere [8] per una dimostrazione alternativa in dimensione 4).

4 Lagrangiane materiali

4.1 Lagrangiana materiale per la costante cosmologica

La lagrangiana “materiale” per le equazioni di Einstein con costante cosmologica è

V
Λ
(gαβ) = − 1

κΛ
√

|g| (57)

La variazione della lagrangiana materiale è

δV
Λ
= − 1

κΛδ
√

|g| = 1
2κΛ

√
|g|gρσδgρσ (58)

ed il tensore di stress di Hilbert è
h

T ρσ = 1
κΛgρσ (59)

Le equazioni di Einstein con costante cosmologica sono quindi

Rρσ − 1
2Rgρσ = Λgρσ (60)
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4.2 Lagrangiana materiale per campi scalari (Klein–Gordon)

Uno dei casi più semplici di lagrangiane materiali V(gαβ, φ, ∂φ) è quello della lagrangiana per un

campo scalare che soddisfi ad un’equazione del tipo equazione di Laplace ∆φ = 0, oppure equazione

di Poisson ∆φ = f(φ), dove l’operatore ∆ è definito da7

∆φ = gαβ∇α∇βφ

e gαβ sono le componenti di una metrica riemanniana o pseudo–riemanniana su una varietà M . La

lagrangiana materiale è una lagrangiana covariante del tipo

VKG(gαβ, φ, ∂φ) =
√

|g|
(
1
2g

αβφαφβ + U(φ)
)

(61)

La variazione della lagrangiana materiale è

δVKG(gαβ, φ, ∂φ) = δ
√

|g|
(
1
2g

αβφαφβ + U(φ)
)
+
√
|g|δ

(
1
2g

αβφαφβ + U(φ)
)

(62)

= −1
2

√
|g|

(
1
2g

αβφαφβ + U(φ)
)
gµνδg

µν (63)

+
√
|g|

(
gαβφαδφβ +

1
2φµφνδg

µν + U ′(φ)δφ
)

(64)

=
√
|g|

[
1
2φµφν − 1

2

(
1
2g

αβφαφβ + U(φ)
)
gµν

]
δgµν (65)

+∇β

(√
|g|gαβφαδφ

)
+
√

|g|
[
U ′(φ)−∇β

(
gαβφα

)]
δφ (66)

7Se la metrica è una metrica lorentziana su una varietà di dimensione 4, l’operatore ∆ viene indicato con □, o −□, ed è chiamato Dalambertiano.
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Siccome la metrica della varietà M è fissata, δgµν = 0 e si ha

δVKG(gαβ, φ, ∂φ) = dβ

(√
|g|gαβφαδφ

)
+
√

|g|
[
U ′(φ)− gαβ∇β∇αφ

]
δφ (67)

Le equazioni di Eulero–Lagrange, che in questo caso si chiamano equazioni di Klein–Gordon, sono√
|g|

[
U ′(φ)− gαβ∇β∇αφ

]
= 0 ⇐⇒ gαβ∇β∇αφ = U ′(φ) (68)

Calcolando il tensore di stress di Hilbert dalla formula

δVKG(gαβ, φ, ∂φ) =
1
2

√
|g|

h

T βνδg
βν + . . . (69)

quindi per la lagrangiana (61) si ottiene

h

T βν = φβφν −
(
1
2g

αρφαφρ + U(φ)
)
gβν (70)

Se consideriamo come varietà M una varietà lorentziana quadridimensionale con una metrica di

segnatura (+,−,−,−), o (−,−,−,+), la componente
h

T
00

avrà la seguente espressione

h

T
00
= 1

2

(
(φ0)

2 + (φ1)
2 + (φ2)

2 + (φ3)
2 − U

)
(71)

che se U≤0 è sempre non negativa8 e rappresenta la densità di energia del campo φ.

Il ragionamento si può estendere, con le dovute cautele, anche al caso di campi scalari complessi.
8È stato scelto un sistema di coordinate (xα) che, nel punto p ∈ M in cui vogliamo calcolare

h

T00 , la metrica coincida con la metrica di Minkowski

in coordinate cartesiane ortonormali: ∥gαβ∥ = diag(+1,−1,−1,−1).
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4.3 Lagrangiana materiale per il campo di Maxwell

Com’è ben noto la densità lagrangiana materiale per il campo di Maxwell è la seguente9

VMax(gαβ, Aµ, Aµ,ν) = −1
4

√
|g|gαβgµνFαµFβν (72)

dove Aµ è il quadripotenziale del campo elettromagnetico, Aµ,ν = dνAµ ed Fµν è il tensore di Faraday

Fµν = dµAν − dνAµ = Aν,µ − Aµ,ν (73)

In dimensione 4, la lagrangiana (72) è conformemente invariante, cioè:

VMax(Λ gαβ, Aµ, Aµ,ν) = VMax(gαβ, Aµ, Aµ,ν) .

Il coefficiente Λ ̸= 0 può essere una funzione qualunque.

La variazione della densità lagrangiana (72) è

δVMax = −1
2

√
|g|gαβgµνFαµδFβν − 1

2

√
|g|δgαβgµνFαµFβν (74)

+1
8

√
|g|gαβgµνFαµFβνgρσδg

ρσ (75)

=
√

|g|F βνδAβ,ν − 1
2

√
|g|

(
gµνFρµFσν − 1

4F
αβFαβgρσ

)
δgρσ (76)

= dν

(√
|g|F βνδAβ

)
−

[
dν

(√
|g|F βν

)]
δAβ (77)

−1
2

√
|g|

(
gµνFρµFσν − 1

4F
αβFαβgρσ

)
δgρσ (78)

9A seconda delle unità di misura che scegliamo di usare per le quantità elettromagnetiche il fattore − 1
4

può essere sostituito da − 1
16π

.
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Le equazioni di Eulero–Lagrange sono

−dν

(√
|g|F βν

)
= 0 ⇐⇒ −

√
|g|∇νF

βν = 0 ⇐⇒ ∇νF
βν = 0 (79)

Il tensore di stress di Hilbert è

h

Tρσ = −
(
gµνFρµFσν − 1

4F
αβFαβgρσ

)
(80)

e, sostituendo, si ha
h

T
00
= 1

2(E⃗ · E⃗ + B⃗ · B⃗).

4.4 Lagrangiana materiale per il campo di Proca–Yukawa

Un campo di Proca–Yukawa è un campo vettoriale Bµ che soddisfa a equazioni che assomigliano alle

equazioni di Maxwell. Posto Aµ = gµνB
ν, possiamo fare finta che Aµ sia il potenziale di un campo

elettromagnetico, definire Fµν = dµAν − dνAµ e considerare una densità lagrangiama del tipo

VPY(gαβ, Aµ, Aµ,ν) = −1
4

√
|g|gαβgµνFαµFβν +

1
2z
√

|g|gµνAµAν (81)

= VMax(gαβ, Aµ, Aµ,ν) +
1
2z
√
|g|gµνAµAν (82)
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δVPY = δVMax + δ
(
1
2z
√

|g|gµνAµAν

)
(83)

= δVMax + z
√
|g|gµνAµδAν +

1
2z

(√
|g|AµAνδg

µν + gµνAµAνδ
√

|g|
)

(84)

= δVMax + z
√
|g|gµβAµδAβ +

1
2z
√

|g|
(
AρAσ − 1

2g
µνAµAνgρσ

)
δgρσ (85)

= dν

(√
|g|F βνδAβ

)
+
√

|g|
(
zAβ −∇νF

βν
)
δAβ (86)

−1
2

√
|g|

[
−z

(
AρAσ − 1

2g
µνAµAνgρσ

)
+ gµνFρµFσν − 1

4F
αβFαβgρσ

]
δgρσ (87)

Le equazioni di Eulero–Lagrange sono√
|g|

(
zAβ −∇νF

βν = 0
)

⇐⇒ ∇νF
βν = zAβ

che hanno come conseguenza l’equazione

∇βA
β = 0 .

Nel caso delle equazioni di Maxwell questa equazione corrisponde al gauge di Lorentz che deve, invece,

essere imposto.

Per il tensore di stress di Hilbert si ha
h

T ρσ(VPY) =
h

T ρσ(VMax) + z
(
AρAσ − 1

2g
µνAµAνgρσ

)
e, quindi,

h

T
00
(VPY) =

h

T
00
(VMax) +

1
2z

(
(A0)

2 + (A1)
2 + (A2)

2 + (A3)
3
)
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Se consideriamo z > 0 si ha certamente
h

T
00
(VPY) ≥ 0. La scelta tipica per la costante z è

z =
(mc

ℏ

)2

=
1

λ2

dove m è la massa del campo e λ è la corrispondente lunghezza d’onda.

4.5 Lagrangiana materiale per elettromagnetismo e campi scalari carichi

Per studiare l’interazione fra il campo elettromagnetico ed i campi scalari carichi, su uno spazio-tempo

fissato, si considera una lagrangiana materiale che è la somma della lagrangiana VMax(gαβ, Aµ, Aµ,ν) e di

una lagrangiana materiale che generalizza la lagrangiana materiale VKG(gαβ, φ, ∂φ). Per convenzione,

un campo scalare carico è un campo scalare complesso φ : M −→ C o, equivalentemente, una sezione

del fibrato vettoriale M × C −→ M .

La derivata “gauge covariante” di un campo scalare φ : M −→ C di carica q è definita da

Dµφ = dµφ− i q
ℏcAµφ = ∇µφ− i q

ℏcAµφ

Per definire la derivata “gauge covariante” del campo φ∗ : M −→ C, che ha carica −q, è definita da

Dµ(φ
∗) = (Dµφ)

∗ = dµφ
∗ + i q

ℏcAµφ
∗ = ∇µφ

∗ + i q
ℏcAµφ

∗

Le trasformazione di gauge sono trasformazioni del tipo

(Aµ, φ) 7−→ (A′
µ, φ

′) = (Aµ + dµΛ, φ · ei
q
ℏcΛ)
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dove Λ è una funzione qualunque e si ha:

D′
µφ

′ = dµφ
′ − i q

ℏcA
′
µφ

′ (88)

= (dµφ)e
i
q
ℏcΛ + φei

q
ℏcΛi q

ℏcdµΛ− i q
ℏc(Aµ + dµΛ)φe

i
q
ℏcΛ (89)

= ei
q
ℏcΛ

(
dµφ+ i q

ℏcφdµΛ− i q
ℏc(Aµ + dµΛ)φ

)
(90)

= ei
q
ℏcΛDµφ (91)

Invece di considerare come componenti del campo complesso φ la sua parte reale ℜ(φ) e la sua

parte immaginaria ℑ(φ), possiamo lavorare direttamente col campo complesso φ e col suo complesso

coniugato φ∗ pensandoli come se fossero indipendenti. La densità lagrangiana per il campo scalare

complesso φ sarà la funzione a valori reali

VcKG(gαβ, Aµ, φ, ∂φ, φ
∗, ∂φ∗) =

[
1
2g

αβDαφDβφ
∗ − 1

2V (φφ∗)
]√

|g| (92)

che è invariante per trasformazioni di gauge.

Tenendo conto che le variazioni di Dαφ sono

δ(Dµφ) = dµδφ− i q
ℏcAµδφ− i q

ℏcφ δAµ = Dµδφ− i q
ℏcφ δAµ
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si ha

δVcKG =
[
1
2g

αβ(Dβφ)
∗δ(Dαφ) +

1
2g

αβ(Dαφ)δ(Dβφ)
∗

+1
2DαφDβφ

∗δgαβ − 1
2V

′(φφ∗)δ(φφ∗)
]√

|g|

−1
2

[
1
2g

αβDαφDβφ
∗ + U(φφ∗)

]√
|g|gρσδgρσ (93)

=
{

1
2

[
Dµφ∗Dµδφ+DµφDµδφ

∗ − i q
ℏc(φD

µφ∗ − φ∗Dµφ)δAµ

]
−1

2V
′(φφ∗)φδφ∗ − 1

2V
′(φφ∗)φ∗δφ

}√
|g|

+1
2

[
1
2

(
DρφDσφ

∗ +DσφDρφ
∗)− (

1
2g

αβDαφDβφ
∗ − 1

2V (φφ∗)
)
gρσ

]√
|g|δgρσ (94)

= −1
2

√
|g| [Dµ (D

µφ) + V ′(φφ∗)φ] δφ∗ − 1
2

√
|g| [Dµ (D

µφ∗) + V ′(φφ∗)φ∗] δφ

−1
2i

q
ℏc(φD

µφ∗ − φ∗Dµφ)
√
|g|δAµ

+1
4

[
DρφDσφ

∗ +DσφDρφ
∗ −

(
gαβDαφDβφ

∗ − V (φφ∗)
)
gρσ

]√
|g|δgρσ (95)

Le equazioni di Eulero–Lagrange sono

− 2√
|g|

δVcKG

δφ
= Dµ (D

µφ∗) + V ′(φφ∗)φ∗ = 0 (96)

oppure, equivalentemente,

− 2√
|g|

δVcKG

δφ∗ = Dµ (D
µφ) + V ′(φφ∗)φ = 0 (97)

Per il tensore di stress di Hilbert si ha
h

T ρσ(VcKG) =
1
2

[
DρφDσφ

∗ +DσφDρφ
∗ −

(
gαβDαφDβφ

∗ − V (φφ∗)
)
gρσ

]
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e, quindi,

h

T
00
(VcKG) = 1

2

[
2D0φD0φ

∗ −
(
D0φD0φ

∗ −D1φD1φ
∗ −D2φD2φ

∗ −D3φD3φ
∗ − V (φφ∗)

)]
= 1

2

[
D0φD0φ

∗ +D1φD1φ
∗ +D2φD2φ

∗ +D3φD3φ
∗ + V (φφ∗)

]
che se V≥0 è sempre non negativa e rappresenta la densità di energia del campo φ.

Per tenere conto anche del termine

−1
2i

q
ℏc(φD

µφ∗ − φ∗Dµφ)
√

|g|δAµ

bisogna considerare una lagrangiana materiale che sia la somma

V = VcKG(gαβ, Aµ, φ, ∂φ, φ
∗, ∂φ∗) +VMax(gαβ, Aµ, Aµ,ν)

Le equazioni di Maxwell (79) vengono rimpiazzate dalle seguenti equazioni

−dν

(√
|g|F µν

)
− 1

2i
q
ℏc(φD

µφ∗ − φ∗Dµφ)
√

|g| = 0

che equivalgono alle equazioni

∇νF
µν = 1

2i
q
ℏc(φ

∗Dµφ− φDµφ∗) (98)

Il campo di vettori densità di corrente

Jµ = 1
2i

q
ℏc(φ

∗Dµφ− φDµφ∗)
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ha divergenza

∇µJ
µ = i q

ℏ c
√

|g|

(
φ
δVcKG

δφ
− φ∗ δVcKG

δφ∗

)
e, quindi, la densità di corrente è conservata sulle soluzioni delle equazioni di campo (96) e (97) (e

delle equazioni di Maxwell (98)).

FINE LEZIONE 23 MMdFC (2023-05-23 ore 11:00 – 13:00)
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5 Equivalenza delle teorie puramente metriche, metrico affini e puramente affini.

Lagrangiana puramente metrica del second’ordine (Hilbert):

L(j2g, j1φ) = − 1
2κg

βνrβν(j
2g) +V(j1g, j1φ)

= − 1
2κg

βνdα
[
uαβν(j

1g)
]
− 1

2κg
βν

[
γα
σα(j

1g)γσ
βν(j

1g)− γα
σν(j

1g)γσ
βα(j

1g)
]
+V(j1g, j1φ)

= − 1
2κdα

[
gβνuαβν(j

1g)
]
+ 1

2κg
βν

[
γα
σα(j

1g)γσ
βν(j

1g)− γα
σν(j

1g)γσ
βα(j

1g)
]
+V(j1g, j1φ)

Variazione (Palatini)

δL = − 1
2κg

βνδrβν − 1
2κrβνδg

βν + δV

= − 1
2κg

βν∇αδu
α
βν − 1

2κrβνδg
βν +

1

2

(
tβνδg

βν + tαβνδg
βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

= − 1
2κdα

(
gβνδuαβν

)
− 1

2κrβνδg
βν +

1

2

(
tβνδg

βν + tαβνδg
βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

=

[
− 1

2κrβν +
1

2

(
tβν − dαt

α
βν

)]
δgβν + (fa − dαp

α
a ) δφ

a

+dα

(
− 1

2κg
βνδuαβν +

1

2
tαβνδg

βν + pα
aδφ

a

)
Lagrangiana puramente metrica del prim’ordine (Einstein):

U(j1g, j1φ) = L(j2g, j1φ) + 1
2κdα

[
gβνuαβν(j

1g)
]

= 1
2κg

βν
[
γα
σα(j

1g)γσ
βν(j

1g)− γα
σν(j

1g)γσ
βα(j

1g)
]
+V(j1g, j1φ)
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Variazione:

δU(j1g, j1φ) = δL(j2g, j1φ) + 1
2κdα

[
gβνδuαβν + uαβνδg

βν
]

= 1
2κdα

(
uαβνδg

βν
)
− 1

2κrβνδg
βν + 1

2κ

(
Vβνδg

βν + V α
βνδg

βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

= 1
2κ

(
dαu

α
βν − rβν

)
δgβν + 1

2κu
α
βνδg

βν
α + 1

2κ

(
Vβνδg

βν + V α
βνδg

βν
α

)
+ faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

= 1
2κ

(
dαu

α
βν − rβν + Vβν

)
δgβν +

1

2κ

(
uαβν + V α

βν

)
δgβνα + faδφ

a + pµ
aδφ

a
µ

Definizione momenti coniugati:

Uα
βν = uαβν + V α

βν

Uβν = dαu
α
βν − rβν + Vβν

= −
(
γα
σαγ

σ
βν − γσ

αβγ
α
σν

)
+ Vβν

Γα
βµ = Uα

βν −
1

n− 1

(
δαβUµ + δαµUβ

)
= γα

βν + V α
βν −

1

n− 1

(
δαβVµ + δαµVβ

)
Trasformata di Legendre completa:
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U∗(j1g, j1φ) = U(j1g, j1φ)− 1
2κ

(
Uβνg

βν + Uα
βνg

βν
α

)
= U(j1g, j1φ)− 1

2κ

[(
dαu

α
βν − rβν + Vβν

)
gβν +

(
uαβν + V α

βν

)
gβνα

]
= L(j2g, j1φ)− 1

2κ

[
(−rβν + Vβν) g

βν +
(
V α
βν

)
gβνα

]
= V(j1g, j1φ)− 1

2κ

(
Vβνg

βν + V α
βνg

βν
α

)
= V(j1g, j1φ)− 1

2κ

[(
Vβν − dαV

α
βν

)
gβν + dα

(
V α
βνg

βν
)]

= V(j1g, j1φ)− 1
2κ

(
Vβν − dαV

α
βν +∇αV

α
βν

)
gβν

≃ L(j1Γ, j1φ)

Tensore di Ricci simmetrizzato per la nuova connessione

Gβν = dαU
α
βν + Γα

σαΓ
σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βα

=
(
dαU

α
βν − Uβν

)
+ Uβν + Γα

σαΓ
σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βα

≃ Uβν + Γα
σαΓ

σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βα

=
(
dαu

α
βν − rβν + Vβν

)
+
(
rβν − dαu

α
βν +∇αV

α
βν − dαV

α
βν

)
+
(
NσN

σ
βν −Nα

σνN
σ
αβ

)
=

(
Vβν +∇αV

α
βν − dαV

α
βν

)
+

(
1

n− 1
VβVν − V α

σνV
σ
αβ

)
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Lagrangiana materiale metrico–affine:

W(g,Γ, j1φ) = L(j1Γ, j1φ) + 1
2κg

βνGβν

= V(j1g, j1φ)− 1
2κ

(
Vβν − dαV

α
βν +∇αV

α
βν

)
gβν + 1

2κg
βνGβν

= V(j1g, j1φ) + 1
2κg

βν

(
1

n− 1
VβVν − V α

σνV
σ
αβ

)

Variazione della lagrangiana materiale puramente–metrica covariante

δV(gµν, φa,∇λφ
b) =

1

2
tµνδg

µν + faδφ
a + pλaδ∇λφ

a

= 1
2κṼµνδg

µν + faδφ
a + pλa

(
∇λδφ

a + Zaβ
αδγ

α
βλ

)
= 1

2κṼµνδg
µν +

1

2

(
Zaβ

αp
µ

a + Zaµ
αp

β
a

)
δγα

βµ + faδφ
a + pλa∇λδφ

a

= 1
2κṼµνδg

µν − aβµαδγ
α
βµ + faδφ

a + pλa∇λδφ
a

= 1
2κṼµνδg

µν +
1

2
tσµν∇σδg

µν + faδφ
a + pλa∇λδφ

a

= 1
2κ

(
Ṽµνδg

µν + V σ
µν∇σδg

µν
)
+ faδφ

a + pλa∇λδφ
a

= 1
2κ

[(
Ṽµν −∇σV

σ
µν + dσV

σ
µν

)
δgµν + V σ

µνδg
µν

σ

]
+ faδφ

a + pλa∇λδφ
a
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κtµνδg
µν = Ṽµνδg

µν

= Ṽµν

(√
|g|δgµν + gµνδ

√
|g|

)
=

√
|g|Ṽµνδg

µν + Ṽµνg
µνδ

√
|g|

=

(
Ṽµν −

1

2
Ṽ gµν

)√
|g|δgµν

κtσµν∇σδg
µν = V σ

µν∇σδg
µν

=

(
V σ

µν −
1

2
V σgµν

)√
|g|∇σδg

µν

L(j1Γ, j1φ) ≃ V(gµν, φa,∇λφ
b)− 1

2κṼβνg
βν
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