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Sommario

Molte delle formule pit importanti, ma non tutte, sono indipendenti dalla dimensione della varieta e dalla segnatura del-

la metrica. Quando, in dimensione 4, considereremo metriche lorentziane supporremo che la segnatura sia (+,—,—,—) o

(_v T +)'



2 Appunti sulle equazioni di Einstein (versione preliminare 2023)

1 Lagrangiana del second’ordine di Hilbert

Le equazioni di A. Einstein, come vengono comunemente scritte oggi, che descrivono il campo gravi-

tazionale e le sue interazioni con la materia sono equazioni del tipo
1
Ruu - §ng/ = ’{'T;w (1)

dove le g, sono le componenti di una metrica lorentziana (dimensione 4, det(gns) < 0, ||gagll =
diag(+1,—1,—1,—1)), R, sono le componenti del tensore di Ricci della metrica g,5 ¢ R = ¢"' R, la
curvatura scalare (o lo scalare di curvatura) di Ricci della metrica g,s. Il tensore doppio, simmetrico,
covariante 7}, ¢ noto come tensore di stress di Hilbert o tensore di energia momento di Hilbert e
descrive il modo in cui il potenziale g,, del campo gravitazionale interagisce con la materia. La

costante dimensionale

_ 87T4G @)

dove G ¢ la costante gravitazionale di Newton e c ¢ la velocita delle luce'.

K
C

Alla fine del 1915, D. Hilbert pubblica un articolo [1] in cui si dimostra che le equazioni (1) si

possono dedurre da un principio variazionale con una lagrangiana del second’ordine

L - _i \/ | det(gaﬂ” R(g/lVa ag,uz/; aQ.Q/QLI/) + V(gaﬁ, 90, 890) (3)

! Cercheremo sempre di evitare di mettere costanti dimensionali uguali a 1.
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globalmente ben definita e covariante®.

1.1 Metodo di Palatini

Per dimostrare come funziona il procedimento sfrutteremo il metodo di Palatini che fu introdotto da A.
Palatini in un lavoro [4] del 1919. Per prima cosa, Palatini dimostra® che, nell’ipotesi che le variazioni

dgap siano le componenti di un tensore, la variazione dei simboli di Christoffel di seconda specie

Faﬂu ={"put = %gaa (989op + Ougop — Oo9pp)

della metrica g, ¢ un campo di tensori:
0T, = 39" (V0gou + V0905 — Vo093, (4)

che sta in 85(M). Sfruttando questo fatto, Palatini dimostra poi che la variazione del tensore di

Riemann

Raﬂ’ul/ — dﬂra,@V - dyraﬁ’u + Pa(wraﬁy - FOZO.VPUBH

ha la seguente espressione

SRy, = V8T, — V6%, (5)

Buv

2Hilbert presupponeva di lavorare su una varietd lorentziana (dimensione 4 e det(gas) < 0), ma le equazioni che si ottengono hanno la stessa

struttura in qualunque dimensione ed in qualunque segnatura della metrica
3Palatini dimostra la formula (4) in dimensione 4 e con metrica lorentziana, ma la formula non dipende dalla dimensione o dalla segnatura della

metrica.
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La variazione del tensore di Ricci

Rg, = R0, = a1, — 9,0%, + T, 17, — T 17, = d U, + .17, — T, 75,

é data dalla seguente formula

5Rﬁy — Voﬁl—‘aﬁy - V,/(Sraﬁa

Posto, infine,
a a a To a 1 aTo amo
Uﬁy =T Bv 5(VF B)o =T Bv 9 (5UF Bo + 5BF 1/0)
4

si ottiene

R, = VaoUS,

1.2 Variazione della lagrangiana gravitazionale di Hilbert

Il termine gravitazionale della lagrangiana (3) si puo riscrivere nel seguente modo

L,(i%9) = =3/ | det(gas)| R = — 30" Ry,
dove si & posto g’ = / | det(gy0)] g% = varl g

4Ricordarsi che

%, = 107 dygas = dyIn <\/|g\) ) (5—9> e, quindi,  dgdl%,, = dgd, (5—9) .

2g 29
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Calcolando ora la variazione della (9), si ottiene

5 (9" Rp,) = 09" Rg, + ¢"" R, (10)
= 09" Rg, + 9" (VaoUS,) (11)

= 0g" Ry, + Va (870U§,) (12)

= 09" Rsy + da (870U, (13)

(14)

= V|9l (Rs, — $Rgp.) 6™ + do (970U,
da cui si deduce che le equazioni di Eulero-Lagrange nel vuoto sono
Vgl (Rsw = 3Rgs) =0 <= Rs — 5Rgs =0 (15)
Se la dimensione di M & maggiore di 2, allora le equazioni (15) sono equivalenti alle equazioni
Rg, =0 (16)

Non c¢’¢ alcun bisogno di simmetrizzare Rg, nelle equazioni (15) e (16) perché sappiamo che il tensore

di Ricei di una metrica é simmetrico.
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1.3 Variazione della lagrangiana completa di Hilbert

Calcolando la variazione della lagrangiana (3) col metodo di Palatini si ottiene’

0L = —5.0"0Rs, — 3 R5,08" + 0V
v Q v 1 v a v a “
= —%gﬁ vaéUﬁy — %ngégﬁ + 5 (tﬂy(sgﬁ + tﬂyéga ) + faégp + pgégpﬂ
1
— R (§UR) — ERaE (Lae 15,000) + 03 bl

1 « 1% @ a
= [—iRﬁu +5 (tsn — da%)] 08" + (fa — dap}) 0
v o 1 o v g 0
+dq (—igﬁ 0Us, + §tﬂu595 +Pa0¢ )

Osserviamo che

1. gli oggetti t3, sono le componenti di un tensore una volta controvariante, due volte covariante e

simmetrico;

2. gli oggetti tg,, che sono simmetrici, non sono le componenti di un tensore, ma Xg, = tg, — dot5,

sono le componenti di un tensore simmetrico due volte covariante;

3. gli oggetti p§ sono le componenti di una quantita di tipo tensoriale;

®D’ora in avanti supporremo che V = V(j'g, j'¢) sia una densita lagrangiana covariante.
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4. gli oggetti f, non sono sono le componenti di una quantita di tipo tensoriale, ma gli oggetti

e, = f, — d,p; sono le componenti di una quantita di tipo tensoriale.

In dimensione > 2, le equazioni di Fulero Lagrange sono

1
——Rp, + X5, = 0
Kﬁ"‘ﬁ

e,=f,—d,p; = 0
L’equazione (17) puo essere rimpiazzata dall’equazione equivalente®
1 h
RBV - §Rgﬂy - KTﬁI/

dove il tensore di stress di Hilbert é definito da

h
Ts, = Xp, — %X 98y con X =9"X,.

2 Lagrangiana non covariante del prim’ordine di Einstein

(19)

(20)

Nel lavoro [3] del 1916, Einstein considera un principio variazionale basato su una lagrangiana del

prim’ordine, che perod dipende dal sistema di coordinate, ma che riproduce le stesse equazioni di

Sche vale in qualunque dimensione
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Eulero—Lagrange della lagrangiana di Hilbert (3). Questo & possibile perché si ha

U(i'g,j'¢) = L(°9,5'¢) + 5=da [6”U5, (i 9)] (21)

= 5.0 05,0905, (5'9) — 5, 95" 9)] + V(i'g.5') (22)
e, quindi, le equazioni di Eulero-Lagrange che si ottengono dalla L(j2g, j'¢) sono le stesse che si

ottengono dalla U(jlg, jlp).

2.1 Variazione della lagrangiana gravitazionale di Einstein

La parte puramente gravitazionale della Lagrangiana (21) é:

U,(j'9) = L,(j%9) + %da (8"U3,) (23)
= —5-0"Rs, + d. (67U, (24)
= %QBV (Fgargu 1% %a) (25)

= 50" (Rs, — d,US,)
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e dalla (13) otteniamo
0U,(j'9) = 0[5 0" (To.T%, —T5,15)] (26)
= 6 [L,(5%9) + 3da (67US,)] (27)
= 6L, (%) + 5=da [0 6U3, + U, 69" ] (28)
= —£ Ry 09" + £do (Ug,00") (29)
= & (doU§, — Ray) 08™ + 5-U§, 690 (30)

da cui si deduce che le equazioni di Eulero-Lagrange sono ancora le equazioni (15).

2.2 Variazione della lagrangiana completa di Einstein

Calcolando la variazione della lagrangiana (22) si ottiene
0U(j'g,5'¢) = OL(%g,5'¢) + 5da [¢"0US, + Ug,68"]
= d, (US,00") — £Rs00" + & (t5,08™ +15,002) + £.00" + ployt,
= 5= (doU§, — Rg) 06™ + U500 + 5= (ts,08™ + t3,000") + £.00" + phoy),
= 2 (daU5, = Rov + t,) 00™ + 5 (U5, +15,) 08y + £a0¢" + o)
= 5 (= Rov +tg, — dut§,) 69 + (f — dup}) 09" + d, [5; (UG, +15,) 68™ + pgoy"]

da cui si deduce che le equazioni di Eulero-Lagrange sono ancora le equazioni (17) e (18) (oppure (19)

e (18)).
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3 Forma di Poincaré—Cartan per le lagrangiane di Einstein e di Hilbert

La forma di Poincaré-Cartan ©, della lagrangiana U, e

0, = Uyds+ £U§,dve”™ Adsa (31)
= (U, — £U§,02) ds + 5=Ug,dg™ A ds, (32)
= —U,ds + 5-U§,dg" Ads, (33)

e si ha

A0, = dU, Ads+ £dU§, Adyg™ Nds, + 5=Ug,ddyvg™ Ads, (34)
= 2 (duU§, — Rg) dg” Nds + £Ug,dgl" A ds — £d,U§, dvg™ A ds (35)
+o-dyU§, A dvg™ Ads, — 5=Ug,dgl” A ds (36)

= —%£Rp dve™ Ads+ £dyUS, A dvg™ Ads, (37)

Partendo dall’identita

U.ds = —igﬁ”ngds + ida (gﬂ”Ugy) ds
= L,ds+ 5-d (gﬁ”Ugy) A dsg,

2k H
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s1 ottiene

©, = L,ds+ £d, (6"Us,) Ndsa + £US,dvg™ A dsq
= L,ds+ £d (g7U§,) Ndso — £=d,, (87U3,) Adsa + £US,dve”™ Adsa
= L,ds+ £d (g7U§,ds.) — & (87d,Ug,) A ds,

Definiamo la m—forma

O, = L,ds— & (g7d,U3,) Nds, (38)
= 0, — £d(g"U§,ds.) (39)
= —U,ds — £g"dU§, A ds, (40)

che formalmente sarebbe definita su J2§S(M ), ma che ¢ la controimmagine di una m-forma su
Jlgg(M). Calcolando il differenziale d(©,,) su J2§8(M) si ha

d(©,) = —£Radyvg™ Nds+ £dyU§, Adyg™ Ads, (41)

= —+Rpdg™ Nds+ EdvUS, Adyg™ Ads, (42)

Per verificare se la m—forma O, ¢ la forma di Poincaré-Cartan canonica della lagrangiana del se-

cond’ordine L, bisogna studiare il termine g”d, U G N\ dsq
g7d, Ug, Ndso, = ¢ (d, 1%, — 1 (63d, T, +05d,T'5)) Adsq (43)
= (g™d, T2, — g*d,T,) Nds, (44)
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dove i differenziali verticali d, I, e d,I', hanno le seguenti espressioni

dvraﬂu = %gaa (dvgaﬁ,l/ + dy Gov,p — dvgﬁV,U) - gaAPMb’z/dvg/\M (45)
dVFV = %gpodvgpgﬂf o ga)\FManvg)\# <46)

Di conseguenza si ha:
gd, U, = lglg™ (d, 1%, — 3 (65d, T\ + 65d,T.))

=V ‘gl <gﬁuégaa (dvgaﬂ,y + dvgcn/,,ﬁ’ - dvgﬂy,cr> - ga)\ruﬂydvg)\u>

47
48

- |g‘gcw (%gpadvgﬂfﬂ’/ o gp/\Fupudvg)\M) 49

(47)

(48)

(49)

= 3V19l (679°°d, 9o, + 97 9°7dy govp — 97977 Gpuo + - ) (50)
+5V191 (=99 d\ Gpop + - . ) (51)

= 3V19l (¢"9""d\ Gabm + 99" A, Garn — 9™ 9" A Gabn + - ) (52)
+5V19l (=99, gupn + - ) (53)
(54)

(55)

= L9l (6" 9"*d, Gapn + 9" 9" Ay, Gab — 2 99" A,y Gapn) + - - - 54

nb _a« na ba ab _no

= 1/]g] (99" + g™g" — 294" d, Gupp + - - - 55

[ coefficienti P®n = ¢g"bgee 4 gnegb® — 2 g% g™ sono simmetrici rispetto agli indici a, b, come deve
essere, e sono anche simmetrici rispetto agli indici n, a. Questo fatto ci assicura che la m-forma ©,, &

la forma di Poincaré-Cartan canonica della lagrangiana del second’ordine L, .
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Le formule (38) e (39) ci dicono che ©,, ¢ la controimmagine su J 2§8 (M) della m—forma

0, — =d (g7U§,ds.) = —U,ds — 3-g™dU§, A ds,

che & definita su su J 1§8(M ) (vedere 8] per una dimostrazione alternativa in dimensione 4).

4 Lagrangiane materiali
4.1 Lagrangiana materiale per la costante cosmologica

La lagrangiana “materiale” per le equazioni di Einstein con costante cosmologica ¢

V,(gap) = —2A4/]g]

La variazione della lagrangiana materiale ¢

5VA = _%A(S V |g| = iA V ’g|gpo5gpa

ed il tensore di stress di Hilbert é

h
_ 1
Tpo' = EAgpo'
Le equazioni di Einstein con costante cosmologica sono quindi

Ry — 3Rgps = Ngpo

13

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)
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4.2 Lagrangiana materiale per campi scalari (Klein-Gordon)

Uno dei casi piu semplici di lagrangiane materiali V(gas, ¢, 0¢p) ¢ quello della lagrangiana per un
campo scalare che soddisfi ad un’equazione del tipo equazione di Laplace Ay = 0, oppure equazione

di Poisson Ap = f(), dove operatore A & definito da’
Ap = g*'Vo Vs

e gop sono le componenti di una metrica riemanniana o pseudo-riemanniana su una varieta M. La

lagrangiana materiale ¢ una lagrangiana covariante del tipo

Vi (908, 92:990) = V19l (397 aps + U(p)) (61)

La variazione della lagrangiana materiale &

0V (Gags 0, 0p) = 5\/\?(1 Poaps +U(P) + 1916 (39 vatps + Ulp)) 62

(62)

= 91 (3970005 + U(9)) 909" (63)
\9\ (9°7pabips + 5000 09" + U'(9)00) (64)

= Vgl [3euer — £ (39°%0aivs + U9)) g 69™ (65)
(66)

+V5 (V199" 0ad ) + V19T [U'(9) = Vs (6°0) ] 3 66

"Se la metrica & una metrica lorentziana su una varieta di dimensione 4, 'operatore A viene indicato con O, o —[J, ed ¢ chiamato Dalambertiano.
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Siccome la metrica della varieta M ¢ fissata, 6g"” = 0 e si ha
0 Vi (9ag, 0, 0p) = dg ( \g\g‘“%aw) + Vgl [U'(¢) — 9"’V 5Vap] 60 (67)
Le equazioni di Eulero-Lagrange, che in questo caso si chiamano equazioni di Klein—Gordon, sono
VNGl [U(9) = ¢*VsVap] =0 = ¢*’VsVap =U'(p) (68)
Calcolando il tensore di stress di Hilbert dalla formula
OV, (gasr 0.09) = 3/ 19T 589" + ... (69)
quindi per la lagrangiana (61) si ottiene
s, = 0500 — (29°0a0p + U(9)) 9o (70)

Se consideriamo come varieta M una varieta lorentziana quadridimensionale con una metrica di

segnatura (+,—,—, —), o (—, —, —, +), la componente foo avra la seguente espressione
h
T,y = 5 ((90)* + (1) + (p2)* + (p3)* = U) (71)

che se U<0 ¢ sempre non negativa® e rappresenta la densita di energia del campo ¢.

Il ragionamento si puo estendere, con le dovute cautele, anche al caso di campi scalari complessi.

N h
8E stato scelto un sistema di coordinate (2*) che, nel punto p € M in cui vogliamo calcolare 7;,, la metrica coincida con la metrica di Minkowski

in coordinate cartesiane ortonormali: ||gag| = diag(+1, -1, -1, —1).
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4.3 Lagrangiana materiale per il campo di Maxwell

Com’¢ ben noto la densita lagrangiana materiale per il campo di Maxwell ¢ la seguente’

VMax (gozﬁa Aua Au,y) — _i |g‘gaﬂguyFauFﬁy <72)
dove A, ¢ il quadripotenziale del campo elettromagnetico, A, , = d, A, ed F,, ¢ il tensore di Faraday
F,LW - duAy - dVAp, - Ay,u - Au,z/ (73>

In dimensione 4, la lagrangiana (72) é conformemente invariante, cioé:

Vi (A Gaps Ay, Au,V) = Vi (gaﬁa Ay, A/W) .

I1 coefficiente A # 0 puod essere una funzione qualunque.

La variazione della densita lagrangiana (72) é

0V = —3V1919%° 9" FuudFs, — 5/19109%° 9" Foyu (74)
+5V/1919%7 9" FapFpu 909" (75)

= |9|FBV5Aﬁ,u - % 9] (QWFPMFUV - %FaﬁFaﬁgpa) 09" (76)

(77)

(78)

— d, (\/@Fﬂumﬁ) - [dy <\/@Fﬂ’”)] 5A,

_%\/E (ngFPMFUV - iFaﬂFaﬁgPU) 09"

9A seconda delle unita di misura che scegliamo di usare per le quantita elettromagnetiche il fattore —i puo essere sostituito da —16%.
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Le equazioni di Eulero-Lagrange sono

—d, (mw) —0 = gV, F"=0 — V,F¥=0 (79)
I1 tensore di stress di Hilbert ¢
Tho = — (g'WFqua,/ - leFaBFaﬂgpa) (80)

e, sostituendo, si ha io = %(E .E+ B B).

4.4 Lagrangiana materiale per il campo di Proca—Yukawa

Un campo di Proca—Yukawa ¢ un campo vettoriale B* che soddisfa a equazioni che assomigliano alle
equazioni di Maxwell. Posto A, = g, B”, possiamo fare finta che A, sia il potenziale di un campo

elettromagnetico, definire F,, = d,A, — d, A, e considerare una densita lagrangiama del tipo

Vi (Gags Ay Auw) = =3\ 919* 9" FopFa + 12+/|919" A, A, (81)

- VMax (gaﬁa Au; Au,u) + %Z \g\g“”AMAV (82)
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Vi = 0V, 40 (3211019 4,4, ) (83)
= 0V + 2V Iglg" A0, + 32 (Vg4 A009" + ¢ 4,A,8+/19] ) (84)
= 0V, .+~ ]g|g“ﬂAM(5Aﬁ + %z\/m (APA,, — 39" A, Augp0) 6977 (85)
_ 4, <\/@F6V5Aﬁ) + /9] (247 =V, F?) 5 A4 (86)
_% 9] [_Z (ApAU - %g“”AMAZ,ng) + 9" Fpu ko, — iFQﬁFaﬁgw} 0g” (87)
Le equazioni di Eulero—Lagrange sono
Vgl AP =V, F" =0) = V" =24
che hanno come conseguenza l’equazione

VAP =0.

Nel caso delle equazioni di Maxwell questa equazione corrisponde al gauge di Lorentz che deve, invece,
essere imposto.

Per il tensore di stress di Hilbert si ha

Tpcr(pr) = TPU(VMax) + 2 (ApAcr - %gMVA,LLAVg,OO')
e, quindi,
Too (VPY) — Too (VMax) + %Z ((A0)2 + <A1)2 + (A2)2 + (A3)3)
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h
Se consideriamo z > 0 si ha certamente 7,,(V,,) > 0. La scelta tipica per la costante z ¢

(m C) 2 1
z = _— —
h A2
dove m ¢é la massa del campo e A ¢ la corrispondente lunghezza d’onda.

4.5 Lagrangiana materiale per elettromagnetismo e campi scalari carichi

Per studiare 'interazione fra il campo elettromagnetico ed i campi scalari carichi, su uno spazio-tempo
fissato, si considera una lagrangiana materiale che & la somma della lagrangiana V,,_ (gag, A, A,) € di
una lagrangiana materiale che generalizza la lagrangiana materiale V,,(gas, ¢, 0p). Per convenzione,
un campo scalare carico ¢ un campo scalare complesso ¢ : M — C o, equivalentemente, una sezione
del fibrato vettoriale M x C — M.
La derivata “gauge covariante” di un campo scalare ¢ : M — C di carica ¢ é definita da
Dy = dup — iz Aup = Vup —ignAug
Per definire la derivata “gauge covariante” del campo ¢* : M — C, che ha carica —q, ¢ definita da
Dyu(¢0*) = (Dup)* = duo™ + it Aup™ = V" + it Aue”
Le trasformazione di gauge sono trasformazioni del tipo

4
(A/M 90) — (A:u 90/) = (A,U + dMAu 90 ’ eZhCA)
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dove A & una funzione qualunque e si ha:

D¢ = duy —itALp (88)
= (dup)e’ Rt + pe il i d, N — i (A, +d W) e’ ek (89)
_ ¢het (dup + iitpd, A — L (A, + d,A)y) (90)
= eih_cADuSD (91)

Invece di considerare come componenti del campo complesso ¢ la sua parte reale R(yp) e la sua
parte immaginaria (i), possiamo lavorare direttamente col campo complesso ¢ e col suo complesso
coniugato * pensandoli come se fossero indipendenti. La densita lagrangiana per il campo scalare

complesso ¢ sara la funzione a valori reali

Voo (Gags Ay 0,0, 0%, 09%) = [39°° Dap D™ — 2V (0 ©*)] V9] (92)

che ¢ invariante per trasformazioni di gauge.

Tenendo conto che le variazioni di D, sono

6(Dup) = dydp — iAo — it dA, = D,dp — i A,
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si ha
Vo = |36"(Ds0)'8(Dap) + 39" (Do) d( D)’
+3DapDse*0g™ — V' (0 )d (¢ 90*)} Vgl
—%[ “DapDsp* +Ulp ' ] )| V/19195069" (93)
— {% [D”@*DM&O + D' D, 0" — i (o D"p" — gp*D“gp)(SAM}
=5V (0 ")pdp* — 3V (09" ) *590}\/@
%[%( 02Do0" + DyoD ") — (39* DaDpgp* — 3V (0" )gpa} V0glég”  (94)
= =5Vl D, (D) + V(9" ) el 69" — 53/ 19l [Dy (DFe*) + V' (0 ")) 69
—Lik (oD"p* — " D'p)+/|gl6 A,
+1 [Dpchgw* + DopD,yo* — (9" DaDgp™ — V(¢ w*))gpa} V19169 (95)
Le equazioni di Eulero—Lagrange sono
2_DVas - p, (D) + V()" =0 (96)
Vgl 0¢
oppure, equivalentemente,
T = DD Vi )p = (o7)

Per il tensore di stress di Hilbert si ha

h

Tho(Vie) = %[DpsoDaso* + DyoD,yo* — (¢*” DapDsp™ — V(g w*))gpg}
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e, quindi,

h

T, (Vi) = %[2 DopDop* — (Do Dop* — D1pD1¢" — DapDop* — D3pDyp™ — V(¢ w*))]

= % {Dongogo* + D1 D1p* + DopDop* + D3pDsp™ + V (p gp*)}

che se V>0 ¢ sempre non negativa e rappresenta la densita di energia del campo .

Per tenere conto anche del termine

— it (p D" — " D*o) /|9l A,

bisogna considerare una lagrangiana materiale che sia la somma
V = V(9o Aus 0, 00,67, 0¢7) + V. (9as: Aps Apur)
Le equazioni di Maxwell (79) vengono rimpiazzate dalle seguenti equazioni
—d, (x/@F’”) — i (9 D" — 9 D"p)\/lg| = 0

che equivalgono alle equazioni

V, F" = Sii (9" D'p — D' ") (98)
Il campo di vettori densita di corrente

Jt = i (p* Dl — D)
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ha divergenza
5VCKG * 5VCKG

V= -
I hc\/@(@ 5o ¥ (590*)

e, quindi, la densita di corrente ¢ conservata sulle soluzioni delle equazioni di campo (96) e (97) (e

delle equazioni di Maxwell (98)).

FINE LEZIONE 23 MMAdFC (2023-05-23 ore 11:00 — 13:00)
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5 Equivalenza delle teorie puramente metriche, metrico affini e puramente affini.

Lagrangiana puramente metrica del second’ordine (Hilbert):

L(j%g,5'¢) = —£0"r5.(%9) + V(i'g.i'¢)

= —£g"d, [u3,(5'9)] — 20" [veu (31975 (51 9) — 75, (51 9.5 9)] + V(i'g. i'e)

= —do [07u, (' 9)] + =07 [V 9)V5. (' 9) — 1o (G 9551 9)] + V(i'g, ')
Variazione (Palatini)

L = —igﬂydrﬁy — irﬁyégﬁ” +0V
1
= —5:9"Vadus, — 5’ + 5 (te00™ + 15,08.") + £ + Plog,

v (8% v 1 14 (6% v a a
= —5eda (9770u5,) = 575,08 + 5 (t5,08" + 15,08.") + fu0¢" + PO,

1 1% « a
= [_irrﬂy + 5 (tﬂy — datgy)] 59’8 + (fa — dapa) 0
1% « 1 « v « a
+d,, (—igﬁ oug, + 5755,/596 + py oy >
Lagrangiana puramente metrica del prim’ordine (Einstein):
U(j'9,5'%) = L(5%9,5"¢) + 55da [87 03, (5"9)]

= Lo” [V (3975, G'9) — 18 (G 95 G 9)] + V(ite. ite)
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Variazione:

§U(j'g,j'0) = OL(5°9,5'¢) + 5=da [070u, + u3,09”]
= 5-dy (uf,00") — 5rp,09" + 5= (Vaudg™ + Vi0al) + f.00" + phol,
= g (doty, —750) 08" + 5ouf, 00, + 5 (Viwdg™ + V5,08.") + fad" + Pl

v, 1 ,
= g (Aot — 7+ Vi) 367 4 o (ufh, + Vi) 00" + 09" + Plid,
Definizione momenti coniugati:

Us, = ug + Vg,
U@,/ = dau%‘y — T8y + ng
= — (YoaVhr — Vagew) + Vv
rs = Ug —1 osU, + o¢U
Bu — ”_n—l(ﬂ M"—uﬁ)

1
= ’Yg,/ + Vﬁay — m (5%‘/“ + 5’3‘/5)

Trasformata di Legendre completa:
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U*(jlg, ') = UG'g, ') — & (Usg™ + Usel)

= U('g,5'¢) — & [(datf, — 760 + V) 87 + (uf, + V5,) 857
= L(%9,5'¢) — & [(=rs0 + V) 87 + (V3)) 9]

= V('9.5'%) — 5 (Vae™ + Vi)

= V(i'g,5'¢) — 5 [(Vaw — duV5) 67 + do (V5,8™)]
= V(i'9,5'¢) = 5 (Vo — daV5, + VaV5,) o

~ L(j'T,j'p)

Tensore di Ricci simmetrizzato per la nuova connessione

Gg,

dOéUﬁaV + Fgargu o ng %

(daUgu o Uﬁl/) + UﬁV + Fga %l/ o F?l/ %

Usy + T%,T, — T2,

(daugy — gy + V/@V) + (7”31, — daugy + Vavﬁcf, — davﬁay) + (NaNﬁy Na 4 )

(Voo + VaVi, — doVs,) + ( V,BV o gﬁ)

n—
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Lagrangiana materiale metrico—affine:

W(g,T,j') = L('T,j'¢) + £8”Ca
— V(i'g,5') — & (Viw — daV5, + VaVi) 87 + 907G,

1
-1 -1 1 v
- V(] g,J] gp) + ﬂgﬁ (?Vﬁv}/ o UO;/ o?ﬂ)
Variazione della lagrangiana materiale puramente-metrica covariante

OV (9", 9", Vap") = %%59“” + a0 + PaVae"
— AV dg + fude" + P (Vade” + 27,075
= 5.V lg" + % (Z"ﬂ P2, ) VG + fad9” + Py Vadp"
= LV,,00" — a™ 595, + fa0p” + paV 5"
o\ G A T W R O
= & (Vudg™ + V7, V,00" ) + 109" + P)VAIG"
= (Vi = VoV + 4.V, ) 00 + V7,00, | + 1" + piVA0"

27
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kt, 09" = V09"
G (VT )
= \/@f/ﬂyég‘“’ + Vuyg‘wé\/@
_ (VW _ %f/gw) NrE
wt?,Veog" = V°, V509"
- (Vauzx - %VJQW) \/EVU(SQW

L('T, ') ~ V(g", ¢",Vag") — Vg™
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