22 Appunti di calcolo differenziale sugli spazi affini (versione preliminare 2023)

Una curva v : I — A, definita su un intervallo aperto I C R, viene detta curva integrale di un

campo di vettori X € X(A) se, e solo se, per ogni t € [ si ha

dZZSSt) = )?(y(t)) dove si e posto dziit) =Ty(v)(1) € T (A)

Le curve integrali sono funzioni di classe C*°. Se il campo di vettori X & di classe C* con k > 1 le
curve integrali v : I — A sono di classe C¥*!; se il campo di vettori X ¢ analitico le curve integrali
~ sono funzioni analitiche.

La curva v € una curva parametrizzata e per ogni ¢t € I il vettore tangente alla curva nel punto
~(t) coincide col valore del campo di vettori X nel punto ~(¢). Diciamo che una curva v : [ — A
e basata in un punto p € Ase 0 € I e v(0) = p.

Il teorema, di Cauchy, di esistenza ed unicita delle soluzioni di un sistema di equazioni differenziali
ordinarie del prim’ordine? ci assicura che se X € X(A) allora per ogni punto p € A esiste una curva
integrale v : I — A basata nel punto p che é unica nel senso chese v1 : [} — Aey : L, — A
sono due curve integrali basate nel punto p allora 7, (t) = () per ogni t € I1 NIy # (). In generale,
per mettere in evidenza che una curva (integrale) v : I — A, dove I & un intorno aperto (piccolo
o grande) dello 0 € R, ¢ basata nel punto p € A scriveremo 7, : [ — A.

Le curve integrali ottenute dal teorema di Cauchy si possono estendere sfruttando I'unicita e la

proprieta fondamentale che ci assicura che v (7) = y(t+7) e 72(7) = 7, (7) sono due curve integrali

2Per le dimostrazioni vedere [2] e [3]
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basate nel punto y(t). Si dimostra che per ogni punto p € A esistono due numeri ¢, (p) € RTU{+o0}
e t_(p) € R™ U {—o0} tali che una curva integrale « basata in p si possa estendere ad una curva
integrale v, :|t_(p),t+(p)| — A, basata in p, che non puo piu essere estesa. La curva integrale
Y ] t-(p),t+(p) [ —> A viene detta curva integrale massimale del campo di vettori X basata nel
punto p. Quando per ogni punto p € A si ha t,(p) = 400 e t_(p) = —oco diremo che il campo di
vettori X & completo.

Dal teorema di Cauchy si deduce che la funzione t, : A — RT U {+00} ¢ semicontinua inferior-
mente e che la funzione t_ : A — R™U{—00} & semicontinua superiormente. Queste due proprieta
ci permettono di dimostrare che I'insieme D¢ definito da

Dy = U{ptx]t-(p),t+(p) [S AXR

peEA

¢ un sottoinsieme aperto di A x R tale che A x {0} C Dg. 1l flusso del campo di vettori X e X(A)

¢ la funzione Fy : Dy — A definita da

Fe(p,t) = w(t)

ed ¢ una funzione di classe C* tale che Fig(p,0) = p. Se X ¢ un campo di vettori di classe C* allora
il flusso F'y ¢ classe CF: se X ¢ un campo di vettori analitico allora il flusso F'y ¢ una funzione

analitica.
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Il flusso F'y soddisfa alla seguente identita

Fg(p,t+7) = Fg(Fg(p,t),7) = Fg(Fg(p,7),t)

che & vera per tutti i valori di ¢,7 € R se il campo X & completo, altrimenti t| e || devono essere
abbastanza piccoli.

Le curve integrali massimali si possono ottenere fissando la prima variabile p nel flusso F'g. Se,
invece, fissiamo la seconda variabile ¢ otteniamo delle funzioni ¢; : p — F¢(p,t). Ogni funzione
¢¢ ¢ una funzione di classe C* definita su un sottoinsieme aperto non vuoto A; = dom(p;) C A che
tende ad Ag = A quando t — 0. Se il campo X @ completo allora le funzioni ¢, : A — A formano

un gruppo ad un parametro di diffeomorfismi, cioe:

Pt O Pr = Pitr e wo = idy

In particolare si ha: (¢;)™* = ¢_;. Se il campo X non & completo allora |¢| e |7] devono essere
abbastanza piccoli e, a seconda del campo di vettori X , puo anche capitare che esista un ¢ € R

tale che i diffeomorfismi ¢, @, e 4, siano definiti globalmente su A quando |t| < e e |7] < e.

Un campo di vettori X € X(A) definisce un operatore differenziale lineare del prim’ordine

X 1 C®(A;R) — C®(A; R)
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che & una derivazione dell’anello delle funzioni C*(A;R). Data una funzione F' € C*(A;R) ed una

curva integrale v, di X basata in un punto p € A calcoliamo la derivata
d F (1)) dryy (1)
p = | T () | =4
t=0

o = |70 (F) (X)), = T X (p)
La funzione p — T,(F)(X (p)) € T rp)(R) = {F(p)} x R definisce una funzione che indicheremo con

=0 t=0

—

X(F) e C*(A4;R).
Considerando due campi di vettori X,Y € X(A), si dimostra che Poperatore differenziale [X, Y]
definito da
£, 7)(F) = R(V(F)) - V(X (F))

¢ una derivazione dell’anello C*°(A;R) proveniente da un campo di vettori che verra indicato con
[X,Y] che verra chiamato commutatore dei due campi X e Y. Il commutatore [X, Y] & ovviamente

antimmetrico e si dimostra facilmente che soddisfa all’identita di Jacobi:

Lo spazio vettoriale X(A) dotato dell’'operazione [-,-] ¢ un esempio di algebra di Lie di dimensione
infinita (sul campo R).
Le funzioni che chiameremo integrali primi del campo di vettori X sono le funzioni F € C*®(A;R)

che sono costanti lungo ogni curva integrale del campo X. Per verificare se una funzione F' €
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C*(A;R) ¢ un integrale primo dobbiamo verificare se per ogni curva integrale ~, la funzione F o+,

che ¢ di classe C*, e costante. Cioe, possiamo verificare che sia:

0= ) g iy (d’ydﬁ) = T (F) (X(3(0))) = X(F)(3,(0)

Ovvero, possiamo verificare se X (F') = 0. Per fare questo non abbiamo bisogno di conoscere alcuna

curva integrale, ma basta conoscere il campo di vettori X.

3.6 Immagini di campi di vettori

Consideriamo due aperti A e B di uno spazio affine A modellato su uno spazio vettoriale E.
Se f : A— B ¢ un diffeomorfismo allora si puo definire una funzione lineare® biiettiva f, :
X(A) — X(B); per ogni campo vettoriale £ € X(A) il campo f.(€) € X(B) ¢ detto immagine
del campo é’ attraverso il diffeomorfismo f. La definizione di f*(g) si deduce dal fatto che per ogni

campo di vettori £ € X(A) esiste un unico campo di vettori 77 € X(B) che rende commutativo il

3per le strutture di spazio vettoriale di dimensione infinita su R e non per le strutture di modulo.
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seguente diagramma:

T(A) T(B)
g TA TB 7
A 7 B

Cioe, vale la seguente identita:

—

T(f)e&=1of
e che, essendo f un diffeomorfismo, il campo 77 € definito da
T=T(f)ogo(f)"
da cui si deduce che f,(€) :=7=T(f)o&o (f) L.

Siccome T'(f)~! = T(f~1) si deduce che & possibile definire la funzione (f~1), e che (f1).(7f) = £.
La funzione inversa f* : X(B) — X(A) ¢ definita da f* = (f.)™* = (f7')s. Il campo vettoriale
f*(7) =T(f 1) ojo f viene detto controimmagine del campo 7 attraverso il diffeomorfismo f.

In generale, quando la funzione f non e un diffeomorfismo non si possono definire I'immagine
£.(€) di un campo di vettori £ € X(A) e nemmeno la controimmagine f*(77) di un campo di vettori
n € X(B).

Possiamo verificare facilmente che
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(a) se v : I — A & una curva integrale di un campo vettoriale £ € X(A) allora per ogni diffeomor-

fismo f: A — B la curva f.(y) := fovy:I — B & una curva integrale del campo di vettori

f.(€) € X(B);

(b) se F' € C*(A;R) ¢ un integrale primo di un campo vettoriale £ € X(A) allora per ogni diffeo-

morfismo f : A — B la funzione f,(F) = Fo f~! € C*(B;R) ¢ un integrale primo del campo

—

di vettori f.(&) € X(B);

(c) la funzione f, : X(A) — X(B), oltre ad essere lineare, soddisfa alla seguente proprieta

fo([6,6]) = [f(&), f(&)] VL, & € X(A)

e, quindi, & un isomorfismo di algebre di Lie.

4 Fibrato cotangente, tensori covarianti e forme differenziali

Dopo aver definito il fibrato cotangente di un aperto A di uno spazio affine A, in questa sezione

studieremo i campi di tensori covarianti, le forme differenziali, il differenziale esterno ... .
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4.1 Fibrato cotangente

Lo spazio cotangente in un punto p di uno spazio affine A ¢ lo spazio duale dello spazio tangente in
T,(A) :

T(A) = (T,(A)" = {p} x E

Definiamo il fibrato cotangente T*(A) di uno spazio affine A come 'unione di tutti gli spazi
cotangenti ad A nei suoi punti:

T*(A)= U T:(A) = A x E,

peA
Sul fibrato cotangente T%(A) = A x E* consideriamo la topologia prodotto e, per il momento, non
ci interessano possibili strutture come quella di spazio affine.
Se U C A e un sottoinsieme aperto di A, possiamo definire

THU)=T:A) . T'U)= U T/(U)=UxE

pelU

L’insieme 7*(U) ¢ il fibrato cotangente dell’aperto U C A.
La proiezione naturale ma : T"(A) — A definita da w € T(A) = 7wa(w) = p ¢ una fun-

zione suriettiva, continua e aperta. Ovviamente, per le fibre (mo)~*(p) della proiezione w4 si ha

(ma) "' (p) = T;(A). Inoltre si ha (ma) ' (U) = T*(U) e 7y = (7a)

T*(U) .
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Se V' C B e un sottoinsieme aperto di uno spazio affine B modellato su uno spazio vettoria-
le F, esiste un isomorfismo di spazi vettoriali fra 77, (U x V) e T;7(U) x T;(V) che induce un
omeomorfismo fra T*(U x V) e T*(U) x T*(V) e fra le proiezioni myxy e my X 7y .

Data una funzione f € C*(A; B), possiamo considerare le funzioni lineari trasposte *(7,(f)) :
T5)(B) — T;(A), ma si pud definire una funzione T);(f) : T,;(A) — T}, (B) con proprieta
analoghe a quelle della mappa tangente T,(f) se e solo se T},(f) : T,,(A) — Ty (B) ¢ invertibile.

In quest’ultimo caso la funzione f ¢ invertibile in un intorno del punto p e si definisce

T () = (@) =" ) =" (Tyin(f )

Se f € C*(A; B) & un diffeomorfismo possiamo definire la mappa cotangente
T(f): T"(A) — T*(B),

che ¢ a sua volta un diffeomorfismo, che rende commutativo il seguente diagramma

A 7 B

ed ¢ tale che: T*(go f) = T*(g) o T*(f), T*(ida) = idg-(ay e T*(f ') = (T*(f)) "
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4.2 Campi di covettori

In modo analogo ai campi di vettori possiamo definire i campi di covettori, detti anche 1—forme,
sull’aperto A come le sezioni del fibrato cotangente di A. Cioe: le funzioni w : A — T*(A) tali che
m4 0w = idy. L’insieme delle 1-forme sull’aperto A, che verra indicato con Ql(A), ¢ un modulo
sull’anello C*°(A; R) che coincide col modulo duale del modulo X(A).

Il prodotto interno fra un campo di vettori & € X(A) ed una 1-forma w € Q'(A) ¢ la funzione

ifw) € C*(A;R), che verra indicata anche con €1 w o con w(§), definita da:

—

igw) 1 pr— i, (@) = w(p)(EP) = E(p)) w(p)

La funzione (E, w) — &1 w, che & bilineare per le strutture di C*°(A; R)-moduli di X(A) e QY(A),
definisce una dualita separante di C*°(A; R)-moduli e permette di identificare il modulo ©'(A) col
modulo duale X(A)* ed il modulo X(A) col modulo duale (2'(A))*.

Data una funzione f € C*(A; B) ed una 1-forma o € Q'(B) ¢ sempre possibile definire la sua

controimmagine f*(a) € Q'(A) anche quando f non ¢ un diffeomorfismo. Basta infatti definire:

f(e)(p) = a(f(p) o T,(f) = "(T,(£) ) a(f(p)))

La funzione f*: Q'(B) — Q'(A) ¢ lineare per le strutture di spazi vettoriali di dimensione infinita
su R. Se indichiamo con 2°(A) e con Q°(B) gli anelli C*(A;R) e C*(B;R), possiamo definire un

omomorfismo di anelli f* : QY(B) — Q"(A) imponendo che sia f*(F) = F o f. Ovviamente, si
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ha f*(Fiay + Fyas) = f*(F) f*(a1) + f*(F) f*(as) per ogni I}, F, € Q°(B) e per ogni g, 0, €
QY(B).

Quando f € C*(A; B) ¢ un diffeomorfismo, il seguente diagramma

(f)

T(A) T™(B)
(o) TA Uy:] o
A 7 B

¢ commutativo e possiamo definire anche f, : Q'(A) — Q(B) ponendo f,(w) = T*(f) ow o f~1.

Osserviamo che dall’identita f*(a) = (T*(f)) "' o @ o f deduciamo che per ogni punto p € A

FH(@)(p) = (T;(£) Ha(f () ="(T,(N)(e(f(p) = a(f(p) o To(f)

Scopriamo, quindi, che per definire f*(g) non c¢’e¢ alcun bisogno di supporre che f sia un diffeo-
morfismo. Quando f non e un diffeomorfismo la freccia orizzontale superiore non esiste, la freccia

orizzontale inferiore non & invertibile e non e possibile definire 'immagine f,(w).
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