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5.1 Sezioni locali e globali di varieta fibrate

Data una varieta fibrata 7 : ¥ — M diciamo che una funzione o : M — Y ¢& una sezione globale
della varieta fibrata se m oo = idj,;. Ci sono varieta fibrate, di cui vedremo esempi pitt avanti, che non
ammettono sezioni globali continue.

E sempre possibile definire sezioni di classe C> su opportuni aperti U C M. Ad esempio se
consideriamo un sistema di coordinate fibrate (V,v) = (V, 2%, 4") definite in un intorno aperto V

di un punto p € Y che si proietta su un sistema di coordinate (U, @) = (U,z®) attorno al punto

q =m(p) € M. Una sezione 0 : U — V ¢ una funzione tale che
Ypooop i (zY)— (2% c'(z")). (1)

La sezione o & di classe C*, o di classe C®, se e solo se le funzioni o’ sono di classe C¥, o di classe C*°.
Le sezioni di questo tipo sono dette sezioni localt di Y definite sull’aperto U.
Se non utilizziamo sistemi di coordinate fibrate le formule che ci dicono che ¢ é una sezione sono

pitt complicate della (1).

5.2 Morfismi di varieta fibrate

Se consideriamo due varieta fibrate 7 : Y — M e p : Z — N possiamo dire che una funzione

F € C*(Y; Z) ¢ un morfismo di varieta fibrate se manda ogni fibra di Y dentro ad una fibra di Z.
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Questo puod succedere se e solo se esiste una funzione f € C*(M; N) tale che il seguente diagramma

Y F A
@ p
M - N

sia commutativo. La composizione di morfismi di varieta fibrate ¢ ancora un morfismo di varieta
fibrate. Quando F' ¢ un diffeomorfismo allora anche f, che é univocamente determinata da F', deve
essere un diffeomorfismo e diremo che F' (oppure la coppia (F, f)) & un isomorfismo di varieta fibrate,
con (F, f)~t = (F~1, f71). Osserviamo che f puo essere un diffeomorfismo senza che F lo sia.

In molti casi concreti che studieremo questa definizione di morfismo di varieta fibrate € fin troppo
generale. Nel caso in cui M = N considereremo molto spesso morfismi dove f ¢ un diffeomorfismo,

oppure dove f ¢ la funzione identita di M

Y F 4
m p
M M

idps
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Quando f ¢ un diffeomorfismo, possiamo definire I'immagine Fi (o) di una sezione locale o globale

attraverso il morfismo F. Basta infatti porre F,(c) = F oo o f! e si ottiene il seguente diagramma

commutativo
Y a 7
o] T p F, (o)
M ; N

5.3 Fibrati differenziabili

Una varieta fibrata (Y, M, 7) & un fibrato differenziabile se tutte le fibre Y, sono diffeomorfe ad una
varieta @, la fibra tipo, e se esiste un ricoprimento aperto {Ug}aco di M con un insieme {14 }qen di
isomorfismi v, : 7 (Uy) — Uy X @ di varieta fibrate su U,. Gli isomorfismi 14, oppure le coppie
(Uq, 14), sono detti trivializzazioni locali del fibrato (Y, M, m, Q).

Siccome il gruppo di diffeomorfismi Diff((Q)) ha una struttura molto complicata e non ha alcuna

struttura ragionevole di varieta differenziabile, di dimensione infinita, l'unica possibilita di definire una
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funzione f : U — Diff(Q) di classe C* ¢ quella di richiedere che la funzione U x () — @) definita

da (x,q) — f(x)(q) sia una funzione di classe C*°.

5.3.1 Trivializzazioni locali

Quando abbiamo due trivializzazioni locali (Uy, ¥q) € (U, 1) tali che Uyy = UsNUy # (), 1 cambiamenti
di trivializzazioni locali sono gli isomorfismi ¥ = ¥p 0 (¥g) 1 : Uge X Q — Uyp X Q di varieta fibrate

su Ugp. In molti casi é preferibile dire che esiste una funzione @Eba : Ugy — Diff(Q), di classe C*, tale

che Yo : (7,q) — (2, Yea()(q)).
[ cambiamenti di trivializzazioni locale soddisfano ad una condizione di cociclo del tipo di quelle

che valgono per le trasformazioni di coordinate su una varieta:
1. per ogni indice a € 2 si ha g = idy, x@;
2. per ogni coppia di indici a,b € A si ha Vg = (Vpa)
3. per ogni terna di indici a, b, ¢ € 2 si ha 1 0 Ypg = Y.

Se invece degli isomorfismi g : Ugy X @ — Ugp X @ usiamo le funzioni ¢ : Ugy — DIff(Q), le

condizioni di cociclo sono le seguenti:
1. per ogni indice a € A e per ogni & € U, si ha thea(x) = idg;

2. per ogni coppia di indici a,b € A e per ogni & € Uy si ha 1ep(2) = (Ypa(2)) ™
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3. per ogni terna di indici a, b, ¢ € 2 e per ogni & € Ugp, si ha Y () 0 Ppa(x) = Yea(T).

5.3.2 Costruzione del fibrato a partire da trivializzazioni locali

Se abbiamo una varieta M, un ricoprimento aperto {Us }qeq di M con un insieme fyq @ Ugy —> Diff (Q)
che soddisfino le condizioni di cociclo allora si pud ricostruire (a meno di isomorfismi) il fibrato
(Y, M, 7,Q) con una famiglia di trivializzazioni locali 1, tali che ¥pq = foa.

I1 procedimento da seguire ¢ il seguente. Consideriamo l'unione disgiunta Z di tutti i prodotti

cartesiani {Uy X @ }qent:

Z=||U.xQ=|J{a} xUsxQ

ae acl

Sull’insieme Z definiamo una relazione ~ richiedendo che

(a,2,q) ~ (b,2',q) — r=1a A ¢ = foa(r)(q)

Le condizioni di cociclo permettono di dimostrare che la relazione ~ é una relazione di equivalenza.
Lo spazio totale della varieta fibrata sara I'insieme quoziente Y = Z/ ~. La proiezione 7w : Y — M
¢ definita da 7([(a,z,q)]) = z e le trivializzazioni locali ¥, : 71 (U;) — Uy X @ sono definite da
Ya([(a,2,q)]) = (x,q). Si veda |5] per la dimostrazione che la topologia di Y indotta dalle tri-
vializzazioni locali ¢, & quella di una varieta differenziabile e, quindi, che (Y, M, 7, Q) & un fibrato

differenziabile.
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Dimostrazione presa da [5], pag. 84, Sezione (16.13.3).
Bisogna dimostrare che, con la topologia indotta dalle trivializzazioni locali 14, lo spazio topologico
Y & metrizzabile, separabile e localmente compatto. Per fare questo si utilizzano alcune proposizioni
dimostrate in [4].

Definendo Y, = 7 }(U,), le funzioni ¢, = (1,)~! sono omeomorfismi fra le varieta U, x Q e gli
aperti Yy C Y. Inoltre, si ha che {Y,}qeq & un ricoprimento aperto di Y e gli insiemi Yy N'Y} sono sia

aperti di Y, che aperti di Y}, in quanto

Ya(Uap X Q) = Yo NYy = @ (Uap X Q)

dove, come al solito, Uy, = U, N Uy,

Per la proposizione 5.3 di [4], esiste un ricoprimento aperto numerabile {A,},en di M pit fine
del ricoprimento aperto {U,}aeq. Per la proposizione 5.4 di [4], esiste allora un ricoprimento aperto
numerabile { B, }en di M tale che B, C A, per ogni n € N.

Per ogni indice n consideriamo un indice a(n) tale che A, C Uy, e definiamo

W, = Spa(n)(Bn X Q) - @a(n)(An X Q) C Spa(n)(Ua(n) X Q) - }/a(n)

Siccome le parti interne W, degli insiemi W, contengono gli insiemi aperti ¢y ) (B, X Q), gli insiemi

aperti IW,, formano un ricoprimento di X.
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La proposizione 5.2 di [4] ci assicura che se gli insiemi W, sono chiusi in Y allora Y & metrizzabile,
separabile e localmente compatto.

L’osservazione 5.1 di [4] ci dice che per dimostrare che gli insiemi W, sono chiusi in Y basta
dimostrare che per tutti gli indici b ognuno degli insiemi W,, N'Y} € chiuso in Yy,. Ovviamente, se

Yoy MYy = 0 si ha che W, NY, = 0 ¢ chiuso in Y;. Se, invece, W, N'Yy # 0 si ha che

W,NYy = Qpb((Bn M Ub) X Q) - @a(n)((Bn N Ub) X Q)

e, siccome B,, N Uy ¢ un sottoinsieme chiuso di Uy, si ha che (Bn NUp) X @ & un sottoinsieme chiuso
di Uy x @; quindi, W, N'Y} € un sottoinsieme chiuso di Y.

Proposizione 5.1 (|1], pag. 4, Osservazione (12.2.2)). Sia {U,}aecr un ricoprimento aperto di uno
spazio topologico E. Affinché un sottoinsieme G C E sia un aperto di E& é necessario e sufficiente che
ogni insieme G NU, sia aperto nel sottospazio U,. Per passaggio al complementare, si deduce che un
sottoinsieme F' C E sia un chiuso di E é necessario e sufficiente che ogni insieme F' N\U, sia chiuso

nel sottospazio U,.

Proposizione 5.2 (||, pag. 13, Proposizione (12.4.7)). Siano E uno spazio topologico, {U,} un rico-
primento aperto al pite numerabile di E tale che i sottospazi {U,} di E siano metrizzabili e separabili.

Allora lo spazio topologico E ¢ metrizzabile e separabile.
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Proposizione 5.3 (||, pag. 20, Proposizione (12.6.1)). Sia E uno spazio topologico metrizzabile
localmente compatto separabile e sia B una base di aperti per la topologia di E. Per ogni ricoprimento

aperto {Ax}trer di E esiste un ricoprimento aperto { By, }nen tale che:
1. ogni B,, é un insteme aperto relativamente compatto appartenente a B,
2. {Bp}nen € localmente finito, numerabile e pit fine del ricoprimento {Ax}rer,
3. ogni aperto By, interseca solo un numero finito di aperti B,,.

Proposizione 5.4 (||, pag. 21, Proposizione (12.6.2)). Sia { A, }nen un ricoprimento aperto, nume-
rabile e localmente finito di uno spazio topologico metrizzabile E. FEsiste allora un ricoprimento aperto

numerabile { B, Ynen di E tale che B, C A, per ognin € N.
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5.4 Fibrati vettoriali

Fra i fibrati che rivestono un ruolo speciale ci sono i fibrati vettoriali. Diciamo che un fibrato
(Y, M,7,Q) & un fibrato vettoriale se la fibra tipo @ & uno spazio vettoriale, di dimensione fini-
ta, e se esiste una famiglia di trivializzazioni locali {(Uq, ¥4) }aea tale che per ogni coppia di indici
a,b € A e per ogni = € Uy, si abbia ye(2) € GL(Q). Siccome GL(Q) C Diff(Q) ha una struttura
naturale di varieta differenziabile, possiamo tranquillamente richiedere che le funzioni di transizione
Upa : Usy —> GL(Q) siano di classe C®. Le fibre Y, di un fibrato vettoriale (Y, M, 7, Q) hanno una

struttura naturale di spazio vettoriale isomorfa a quella della fibra tipo Q).

Se consideriamo un fibrato vettoriale (Y, M, w, Q) possiamo definire il fibrato duale (Y*, M, 7, Q")

che ha come spazio totale

Ve = U (Yz)

zeM

e fibra tipo @Q*. Dalle funzioni di transizione {(Ugp, @ba)}a,beg[ di una famiglia di trivializzazioni locali
{(Ua, ) Yacat consideriamo le funzioni (thpe)* : Uy — GL(Q*) definite da (ga)* : & — *(1hpa(x)) ™

Se consideriamo due fibrati vettoriali (Y7, M, 71, Q1) e (Y2, M, 79, (Q)2), oltre al prodotto cartesiano
fibrato

reM
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possiamo definire la somma diretta fibrata (che & la stessa cosa)

vie, Y= J ). ® (Ya),
reM

ed il prodotto tensoriale fibrato

V1®, Y= M) ® (Ya)
zeM

Le operazioni X,,, ®,, e ®,, sono associative. Ovviamente possiamo poi considerare, quando necessa-
rio, combinazioni di queste operazioni.

Come primi esempi di fibrati vettoriali possiamo considerare i fibrati tangenti (T'(M), 7as, M, R™),
i fibrati cotangenti (7%(M), mar, M, (R™)*) e tutti i fibrati di tensori (77 (M), 7, M, T (R™)) con i loro
sottofibrati (AL(M),m, M, AL(R™)) e (SL(M),m, M, SL(R™)).

6 Campi di vettori su varieta

In analogia con quanto detto per i campi di vettori su aperti di spazi affini (vedere [3], sezione 3.5), un
campo di vettori tangenti ad una varieta M rappresenta un sistema di equazioni differenziali ordinarie
del prim’ordine sulla varieta. Potremo parlare di curve integrali, curve integrali massimali, flusso,
integrali primi.

[ campi di vettori su M sono le sezioni € : M —s T(M). Siccome T(M) ¢ un fibrato vettoriale con

fibra tipo R™, esistono sezioni globali di classe C* e il loro insieme verra indicato con X(M). L’insieme



34 Varieta differenziabili di dimensione finita (versione preliminare 2023)

X(M) ha una struttura naturale di spazio vettoriale reale di dimensione infinita ed una struttura di
C>(M,R)-modulo. E noto che esistono varieta M sulle quali esistono campi di vettori £ e X(M)
sempre diversi da zero (Vo € M : £(x) # 0 € T,(M)), ma ¢ altrettanto noto esistono varieta in cui

questo non & vero (ad esempio: tutte le sfere di dimensione pari).

Le curve integrali di un campo di vettori 5’ € X(U) definito su un aperto U di una varieta differen-
ziabile M, sono le funzioni v € C*(I;U), definite su un intervallo aperto I C R, e tali che per ogni
valore del parametro t € [ il vettore tangente alla curva parametrizzata ~y(t) nel punto t coincide col

valore del campo di vettori € calcolato nel punto v(t):

dZZ—Sft) = £(y(1)) dove d’;_(:) =T((t,1) =Ti(v)(1)

Una funzione f € C*(U;R) & un integrale primo di E se f ¢ costante lungo tutte le curve integrali
di €.

Se l'aperto U ¢ il dominio di un sistema di coordinate ¢ = (U, ¢) allora possiamo definire I'immagine
0. (€) = T () oo che ¢ un campo di vettori sull'aperto p(U) C R™. Possiamo, quindi, affermare
che v ¢ una curva integrale di gse e solo se p4(7) = ¢ o~ & una curva integrale del campo gp*(g)
Analogamente, f é un integrale primo di gse e solo se . (f) = fop ! & un integrale primo di go*(g) Si
possono definire le curve integrali massimali v, basate nei punti x € U, il flusso Fg ed i diffeomorfismi

locali ;.
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6.1 Rappresentazioni locali con coordinate

In analogia con quanto visto in [3], paragrafo 3.5, i campi di vettori 5’ € X(U) possono essere visti
come operatori differenziali lineari del prim’ordine € : C(U;R) — C®(U:;R) che sono derivazioni
dell’anello C*(U; R).

Se indichiamo con (z®) le coordinate associate ad un sistema di coordinate (U, ¢), possiamo definire

m campi di vettori

aia:p’ SN - (To()) ' (0(p), ta)

che formano una base per il C*(U; R)-modulo X(U). Per rappresentare il campo £ € X(U) sciveremo

£= ) )

dove

—

€1 (2 — (27,0%) = (%, (2")) (3)

¢ la rappresentazione della funzione 5 : U — T(U) utilizzando le coordinate fibrate naturali (2, v”)
su T'(U) indotte dalle coordinate (z) su U.

Le formule (2) e (3) sono abusi di notazione comuni che identificano il campo & col campo ¢, (€).

Osservazione 6.1. [Calcolo delle componenti di un campo di vettori]
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Se consideriamo due sistemi di coordinate (2) e (2'®), dalla (2) si ha

- , 8 1% / 8
— (6% S Q 4
=€) = €7 (@) ()
da cui si deduce che
) =) A @) =¢7 () (5)
Se teniamo conto della trasformazione di coordinate 91 :  —— 2/, si ottiene
, 6);1:”3/(1‘) =
9 (1) = €)= & (@) )

Analogamente, se teniamo conto della trasformazione di coordinate @19 : &' — x, si ottiene

B (2 a
) ) M

& (x(a') = €7 (')

6.2 Curve integrali

Le curve integrali di un campo di vettori 5 € X(U) definito su un aperto U di una varieta differenziabile
M, le curve integrali sono le funzioni v € C*°(I; U), definite su un intervallo aperto I C R, e tali che
per ogni valore del parametro ¢ € [ il vettore tangente alla curva parametrizzata -(¢) nel punto ¢

coincide col valore del campo di vettori € calcolato nel punto ~(t):

dZZ—Eft) = £(y(1)) dove dzl_(tt) =T(y)(t, 1) =Ti(v)(1)
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Una funzione f € C*(U;R) é un integrale primo di E se f e costante lungo tutte le curve integrali ~y
di €.

Se I'aperto U ¢ il dominio di un sistema di coordinate ¢ = (U, ¢) allora possiamo definire 'immagine
0. (&) = T(¢) 0ot che ¢ un campo di vettori sull’aperto ¢(U) € R™. Possiamo, quindi, affermare
che v & una curva integrale di £ se e solo se ©«(7) = @ o~y & una curva integrale del campo gp*(g)

Analogamente, f é un integrale primo di 5 se e solo se v, (f) = fo e ! e un integrale primo di

go*(g) Si possono definire le curve integrali massimali 7, basate nei punti x € U, il flusso Fg ed i

diffeomorfismi locali .

6.3 Vettori tangenti e campi di vettori tangenti a varieta fibrate

Data una varieta fibrata 7 : Y — M, la mappa tangente T(w) : T(Y) — T(M) definisce una
struttura di varieta fibrata che ¢ anche un fibrato vettoriale su Y. In coordinate fibrate (z%,y') su
Y, che inducono coordinate fibrate naturali (z%, v, 2%, 4') su T(Y), la proiezione 7 ¢ definita da
7 (2% y") — (2%) e la proiezione T'(m) ¢ definita da T'(7) : (z%, 9, 2%, §') — (2%, ).

In ogni punto p € Y possiamo definire il sottospazio vettoriale V,(Y) = Ker(7,(7)) di T,(Y). 1l

sottoinsieme

viy)=UJww) = 1)

peY xeM
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¢ una sottofibrato vettoriale del fibrato vettoriale 7, : T(Y) — Y che, in coordinate fibrate naturali

(% y', 2%, 9"), ¢ definito da m equazioni lineari % = 0.

Un cambiamento di coordinate fibrate
(2%, y) ——— (/" = ¢ (2"),y" = ¥ (", y))
di Y induce una trasformazione di coordinate fibrate naturali
, , , , o' o'’ 0P
/1 — (I)/z Q?, ’j;,/a :a-:a 7 ) — jjoz + <1 :
y (z,9) e o TV,

(xaayiai.a7yi) > (xlo/ = (P/a (.CE'),

su T(Y) che a sua volta induce una trasformazione di coordinate fibrate naturali

! _ /a/ /7// _ @/l/ /Z/ _ .
" (x),y (z,y),v" =0 o7

(xoz7 yi’ Ui) _ (x/oz

€ X(Y) & un campo di vettori proiettabile, rispetto alla proiezione 7, se

su V(Y).
Un campo di vettori =
esiste un campo di vettori £ € X(M) tale che T'(m) o = = {om, ciod tale che il diagramma
I(v) - T(M)
= Ty Tas g
Y — M
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sia commutativo. L’insieme dei campi di vettori proiettabili X,(Y) ¢ un sottospazio vettoriale reale

di dimensione infinita di X(Y), ma non ¢ un C*(Y, R)-sottomodulo.

Quando il campo di vettori E ¢ il campo di vettori 0 € X(M) diremo che il campo proiettabile
€ X,.(Y) ¢ un campo di vettori verticali. L’insieme dei campi di vettori verticali X, (Y) ¢ un

sottospazio vettoriale reale di dimensione infinita di X,(Y") che & anche un C*(Y, R)-sottomodulo di

[l

X(Y).
Si ha, ovviamente, X, (Y) C X,(Y) C X(Y). Esiste, inoltre, un isomorfismo canonico fra lo spazio

quoziente X, (Y) /X, (Y) e lo spazio vettoriale X(M) che si deduce dagli isomorfismi

T,(Y) VoY) <= o) (M)
indotti dalle mappe tangenti T, ().

Osservazione 6.2. |Trasformazioni di coordinate fibrate per i vettori

Ricordando che una trasformazione di coordinate fibrate sulla varieta fibrata Y é del tipo

Y21 X% 1o’/ o 14’ 1 (e
y (0 = (2%), Yy =0 (2%, y")),

(2%, y')

con trasformazione inversa
Y12 « ar 1o i i 1ol i
(% =" ("), y' ="' (2"",y"")),

(x/o/ U/'[’),r
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la legge che lega le due basi (0., 0;) e (0., 0)) ¢ la seguente
o 0\ w00 9 N o'’ 9 0" 0
oz’ dyt ) "\ Oz 9 dxe oyt Ayt Ay’
[ coefficienti
8@’“' aq)/i’ aq)/i’
Oz’ Oz’ Oyt

inversa di coordinate:
8@’“/ aq)/i’ aq)/qi’ (‘390’“' ) aq)/i’ / o aq)/i’ / o
— ) . )
(G @) G ), G (o)) o (o o), G (e 00, G (), 00 )
In coordinate fibrate naturali avremo che un campo di vettori

che sono funzioni di x o di (x, y) devono essere scritti in funzione di 2’ o di (z/, y’) con la trasformazione

€ X(Y) sara rappresentato da

espressioni del tipo

e se = ¢ verticale si ha
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Queste formule, che valgono solo se su Y si utilizzano coordinate fibrate, ci permettono di dimostrare

facilmente che il commutatore di due campi di vettori proiettabili € un campo di vettori proiettabile e

che il commutatore di due campi di vettori verticali € un campo di vettori verticali.

Se il campo di vettori = e proiettabile allora abbiamo il seguente diagramma commutativo

(I)t Y

dove ®; e p; sono i “gruppi ad un parametro”’ di diffeomorfismi (locali) indotti dai flussi di = e di E

[ diffeomorfismi ®; sono, quindi, isomorfismi della varieta fibrata Y, sopra ai diffeomorfismi ¢; della

base M?2.

-
2Ovviamente per i diffeomorfismi & tutto locale, a meno che i campi di vettori = e £ non siano completi
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Se, invece, il campo di vettori = € verticale allora abbiamo il seguente diagramma commutativo

Y B¢ Y
M — M

dove ®; ¢ il “gruppo ad un parametro” di diffeomorfismi (locali) indotto dal flusso di =,
I diffeomorfismi ®; sono isomorfismi della varieta fibrata Y, sopra l'identita id,; della base M

(isomorfismi verticali di V).

7 Fibrato cotangente

Lo spazio cotangente in un punto p di una varieta M ¢ lo spazio duale dello spazio tangente in 7},(M):

Definiamo il fibrato cotangente T*(M) di una varietd M come 'unione (se necessario disgiunta) di

tutti gli spazi cotangenti ad M nei suoi punti:

(M) = | T, (M),
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Il fibrato cotangente T (M) ¢ il fibrato vettoriale duale del fibrato tangente T'(M). Come tale, T*(M)
ha una topologia ed una struttura naturale di varieta differenziabile e come fibrato vettoriale su M ¢

isomorfo, anche se non in modo canonico, al fibrato tangente T'(M).

Se U C M ¢ un sottoinsieme aperto di M, possiamo definire

L) =T,M) , TU)=JT;0)
pelU
L’insieme T%*(U) ¢ il fibrato cotangente dell’aperto U C M

Data una funzione f € C*(M; N), possiamo considerare le funzioni lineari trasposte *(T,(f)) :
T3, (N) — T;(M), ma si puo definire una funzione T7(f) : T7(M) — T7,(N) con proprieta
analoghe a quelle della mappa tangente T,(f) solo se T},(f) : T,(M) — T} (V) ¢ invertibile. In

quest’ultimo caso la funzione f é invertibile in un intorno del punto p e si definisce

T () = (@) =) ) =" (Tyin(f )

Se f € C*°(M; N) ¢ un diffeomorfismo possiamo definire la mappa cotangente 7%(f) : T*(M) — T*(N),
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che é biiettiva, che rende commutativo il seguente diagramma

(M) — T"(N)
™™ TN
M 7 N

e tale che: T*(go f) = T*(g) o T*(f), T*(idns) = dpeary e T*(f 1) = (T*(f)) .
La struttura topologica e quella differenziale di 7™*(M) si possono dedurre dal seguente ragiona-
mento. Dato un punto p € M ed una carta (U,¢) di M attorno al punto p la funzione T () :

T (M) — T2 (R™) definita da

Ty () ="(Ty(p) ™
¢ bilettiva. Le funzioni biiettive 7% () : T*(U) — T*(¢(U)) = ¢(U) xR™, permettono di trasportare
la struttura topologica e differenziale di ¢(U) x R™ sul sottoinsieme T*(U) C T*(M). Siccome le

funzioni di transizione

T*(p2) o (T"(01)) ™ =T (p21) : T"(01(U21)) — T*(p2(U21))

sono di classe C*® (o C*, 0 C¥), si puod procedere come per T'(M). Osservando che le funzioni

T*(21) : 1(Ua1) x (R™)* — a(Ua1) x (R™)”
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sono definite da

T"(pa1) 1 (p1,w1) = (P2, w2) = (9021(]91)7 w1 © (D(Wl)(pl))_l)

da cui deduciamo che le funzioni 7%(y91), che sono lineari nel secondo argomento della coppia, sono
in pratica le funzioni di transizione per un fibrato vettoriale. Si ha inoltre che, quando esistono, le
funzioni T*(f) : T*(M) — T*(N) sono degli isomorfismi di fibrati vettoriali.

La proiezione naturale my : (M) — M definita da w € T, (M) = my(w) = p & una funzione
suriettiva, di classe C*°, e con mappa tangente suriettiva. Ovviamente, per le fibre (m37) 7 (p) della

proiezione my si ha (mar) ' (p) = T,;(M). Inoltre si ha (my) " (U) = T*(U) e 7y = (7ar) |r-0).

8 Campi di covettori

In modo analogo ai campi di vettori possiamo definire i campt di covettori, detti anche 1-forme,
su una varieta M come le sezioni di classe C* del fibrato cotangente di T*(M). Cioé: le funzioni
w: M — T*(M) tali che mp; o w = idy;. L’insieme delle 1-forme su M, che verra indicato con
QY(M), & un modulo sull'anello C*(M;R) che coincide col modulo duale del modulo X(M).

11 prodotto interno fra un campo di vettori £ € X(M) ed una 1-forma w € Q'(M) ¢ la funzione

ig(w) € C*(M;R), che verra indicata anche con £ w o con w(€), definita da:

idw) : pr—> g, (@(p) = w(p)((p))
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La funzione (£, w) — &1 w, che ¢ bilineare per le strutture di C>°(M; R)-moduli di X(M) e Q! (M),
definisce una dualita separante di C*°(M;R)-moduli e permette di identificare il modulo Q'(M) col
modulo duale X(M)* ed il modulo X(M) col modulo duale (Q'(M))*.

Data una funzione f € C®°(M;N) ed una 1-forma o € Q'(N) ¢ sempre possibile definire la sua

controimmagine f*(g) € Q'(M) anche quando f non ¢ un diffeomorfismo. Basta infatti definire:

f(e)(p) = a(f(p) o T,(f) = "(T,(£) ) a(f(p)))

La funzione f* : QY(N) — Q!(M) ¢ lineare per le strutture di spazi vettoriali di dimensione infinita
su R. Se indichiamo con Q°(M) e con Q°(N) gli anelli C*(M;R) e C*(N;R), possiamo definire un
omomorfismo di anelli f* : Q°(N) — Q°(M) imponendo che sia f*(F) = F o f. Ovviamente, si
ha f*(Fiay + Fagy) = [*(F) [*(@1) + f*(F2) f*(@,) per ogni F1, [y € Q'(N) e per ogni g, 0 €
Q'(N).

Quando f € C*(M; N) ¢ un diffeomorfismo, il seguente diagramma,

(M) =0 T*(N)
fe@)| |7 ™| e
M N
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¢ commutativo e possiamo definire anche f, : Q'(M) — Q'(N) ponendo f,(w) = T*(f)ow o f~1.

Osserviamo che dall’identita f*(a) = (T*(f)) ! o o o f deduciamo che per ogni punto p € M

(T()e(f(p) =a(f(p)) o Ty(f)

KH
*
5
S
[
<3
=
L
S
P
=
[

Scopriamo, quindi, che per definire f*(a) non ¢’é alcun bisogno di supporre che f sia un diffeomorfismo.
Quando f non é un diffeomorfismo la freccia orizzontale superiore non esiste, la freccia orizzontale
inferiore non é invertibile e non & possibile definire 'immagine f,(w).

Per ogni funzione F' € Q°(M) possiamo definire il differenziale (esterno) come la 1-forma dF €
Q'(M) ottenuta dalla mappa tangente T'(F) ricordando che T(R) = R x R. Basta richiedere che la

funzione dF' sia definita da:
dF i pr— d,F = pry o T,(F) € T, (M)
Si verifica facilmente che il differenziale esterno gode delle seguenti proprieta:
1. d(Fy + Fy) = dF} + dF, per ogni Fy, Fy € Q(M);
2. d(F\ Fy) = FydF, + F) dF; per ogni Fy, Fy € Q°(M);
3. dF =0 se e solo se F € QY(M) ¢ costante su ogni componente connessa di M;

4. per ogni funzione f € C>(M; N) e per ogni funzione G € Q°(N) si ha f*(dG) = d(f*(Q)).
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Osservazione 8.1. |Trasformazioni di coordinate fibrate]

Ricordando che una trasformazione di coordinate di coordinate fibrate sulla varieta fibrata Y & del

tipo
(SCQ y7) } p21 y (xl(y’ _ g0/()/(56&) y/i’ _ (I)/i’<xa ?/))
con trasformazione inversa
rad iy Y12 N a a1 ad T o wio ol i
(x o
Y )' ’(CC _90(55 >7y_ (Z)T » Y ))7

la legge che lega le due basi duali (dz®, dy') e (da'®, dy'") ¢ la seguente

' (p21)* o', 0" 0"
d XY d /1 ) | N d o d (e} : d 1 )
(x 4 (8:}:“ T oo $+8y7' y)

9 Fibrati di tensori covarianti

Lo spazio dei tensori k—volte covarianti in un punto p di una varieta M ¢ lo spazio Tp(T,(M)). 1l
fibrato dei tensori k—volte covarianti sulla varietd M ¢ I'unione (se necessario disgiunta) di tutti gli
spazi dei tensori k—volte covarianti

(M) = | TT,(M)),
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nei vari punti di M. 1l fibrato T (M) ¢ il prodotto tensoriale fibrato
TX(M) =T*(M) @y ... T*(M) (K volte),

¢ un fibrato vettoriale su M con fibra tipo ((R™)*)®* = ((R™)®*)*. La proiezione naturale my;
TY(M) — M definita da w € T)(T,(M)) => 7y (w) = p & una funzione di classe C* suriettiva e

con mappa tangente suriettiva. Ovviamente, per le fibre (m3,) "1 (p) della proiezione my; si ha

(mar) ™ (p) = TYTH(M)) = (T, (M) = (T,(M))*")" .

p

Se consideriamo un sottoinsieme aperto U C M, possiamo definire il fibrato vettoriale dei tensori
k—volte covarianti sull’aperto U € M

T(U) = | R(T, (M) = (T ()™ = (T, (M)

peU pelU peU
e si ha (my) "' (U) = T{(U) e my = (mar) o).

Data una funzione f € C*(M; N), possiamo considerare i prodotti cartesiani

(T ()] [T (V)] — [T (M)]

p

ed i prodotti tensoriali

(TN = [Ty (N — (T3 ()]

p
Si puo definire una funzione T} (T,(f)) : T (T,(M)) — T (Tt (N)) con proprieta analoghe a quelle
della mappa tangente T),(f) se solo se T),(f) : T,(M) — Ty, (INV) ¢ invertibile. Se f € C*(M;N)
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¢ un diffeomorfismo possiamo definire la mappa TP (f) : TP(M) — TP(N), che ¢ a sua volta un

diffeomorfismo, che rende commutativo il seguente diagramma

(/)

T} (M) TY(N)
M TN
M 7 N

e tale che: T (g o f) = TP(g) o TY(f), T (idar) = idgoary e TR(f ) = (T(f) "
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